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BAB 1

Pendahuluan Geometri Analitik

Sebelum masuk ke dalam materi, alangkah baiknya mengetahui perbedaan antara
kalkulus dan geometri. Walaupun kalkulus dan geometri merupakan cabang ilmu
matematika, namun secara istilah, kalkulus yang disebut sebagai ilmu hitung, se-
dangkan geometri adalah ilmu ukur. Kalkulus secara umum membahas tentang
change (perubahan), yang meliputi limit, kontinuitas, fungsi, diferensial, integrasi,
dan lain lain. Sementara yang dibahas geometri adalah bentuk, ukuran, sifat ruang
dan posisi relatif dari suatu rupa. Oleh karena itu, geometri melibatkan koordinat

suatu rupa tersebut dalam bentuk dimensi.

Geometri merupakan ilmu pengetahuan yang sudah lama. Kata geometri ber-
asal dari bahasa Yunani. Geo artinya bumi dan metri artinya ukuran. Sehingga
geometri didefinisikan sebagai cabang ilmu matematika yang dikembangkan untuk
memudahkan studi dan pengukuran berbagai bentuk rupa. Dalam geometri, dikenal

beberapa postulat geometri euclid berikut:

1. Titik.
Titik merupakan objek yang secara hipotesis tidak berdimensi. Artinya jika
sebuah titik dibuat di atas kertas, maka objek tersebut bukanlah titik namun
kombinasi dari tak hingga titik.

2. Garis.
Garis adalah suatu wadah untuk titik yang terdefinisi sebagai kurva satu di-

mensi. Garis hanya memiliki panjang, tidak memiliki luas, dan tidak memiliki



ketebalan. Garis dapat digolongkan dalam dua jenis yaitu curved line (garis

lengkung) dan straight line (garis lurus). Perhatikan Gambar 1.1 berikut.

(a) Curved line (b) Straight line

Gambar 1.1: Perbedaan antara curved line dan straight line

3. Intermediasi.
Antara dua titik yang berbeda pada garis lurus, maka selalu ada titik lain

dimana pun mereka berada. Ujung-ujung suatu garis berupa titik.

4. Segmen garis dan " rays”.
Jika sebuah garis terpotong oleh dua titik (misal A dan B), maka disebut
segmen garis. Artinya sebuah segmen garis memiliki titik awal (A) dan titik
akhir (B). Segmen garis memiliki panjang tetap terbatas. Namun jika titik
akhir B jatuh di tak hingga, maka diperoleh segmen garis dengan panjang
semi-tak hingga yang disebut ”rays”.

5. Permukaan.
Permukaan dibentuk dari dua dimensi, yang disebut suatu wadah garis. Per-
mukaan memiliki panjang dan luas, namun tidak memiliki ketebalan. Permu-
kaan dikatakan permukaan bidang jika dipilih dua titik sebarang (katakanlah
A dan B) pada suatu permukaan lalu kedua titik tersebut dihubungkan oleh
segmen garis lurus (AB), maka setiap titik pada segmen garis tersebut ter-
kandung dalam permukaan. Permukaan bidang dianggap sebagai permukaan

bidang euclid, sebaliknya disebut permukaan lengkung.

6. Solid.
Suatu konstruksi geometri yang memiliki tiga dimensi, yang diperoleh dengan

melakukan translasi atau rotasi dari permukaan disebut solid.

Sebagian besar dari postulat Euclid adalah pernyataan sederhana tentang fakta-
fakta intuitif jelas dan tak terbantahkan tentang bidang atau ruang. Postulat-
postulat Euclid tersebut tentu tidak berlaku pada geometri non-euclid. Contoh

geometri non-euclid dapat dilihat pada Gambar 1.2.
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(a) Triangles spherical geometry (b) Stereographic projection

Gambar 1.2: Konsep spherical geometry

Geometri analitik adalah suatu cabang ilmu matematika yang merupakan kom-
binasi antara aljabar dan geometri. Dengan menghubungkan persamaan matematika
secara aljabar dengan tempat kedudukan secara geometri diperoleh suatu metode pe-
mecahan masalah geometri yang lebih sistematik dan lebih tegas. Masalah-masalah
geometri akan diselesaikan secara aljabar (atau secara analitik). Sebaliknya gam-
bar geometri sering memberikan pemahaman yang lebih jelas pada pengertian hasil
secara aljabar. Dalam materi geometri analitik ini juga akan membahas tentang
irisan kerucut dengan suatu bidang datar. Perhatikan Gambar 1.3, bahwa suatu

irisan kerucut dapat membentuk lingkaran, elips, parabola, dan hiperbola.

circle

ellipse
parabola
‘hyperbola

K< > [SH] [ =]+

(a) Animasi pembentukan irisan kerucut (b) Hasil irisan kerucut

Gambar 1.3: Irisan kerucut

Penguasaan materi geometri analitik melibatkan open source software bernama
GeoGebra yang dapat membantu dalam proses visualisasi, yang tersedia baik secara

online maupun yang dapat diunduh secara gratis di www.geogebra.org. Untuk mem-
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www.geogebra.org

bantu pemahaman, maka dalam proses pembelajaran dapat menggunakan media
yang disediakan oleh https://www.khanacademy.org/math/geometry-home/analytic-

geometry-topic dan https://www.khanacademy.org/math /precalculus/conics-precalc.

Penelitian-penelitian mengenai geometri analitik yang terbaru atau masih ha-
ngat saat ini, dapat dipantau langsung melalui website widgets (lihat Gambar 1.4)
atau Google Scholar (lihat Gambar 1.5).

RISTEKDIKTI

“You must have an account provided by Kemenristekdikti

analytic geometry

e Vr\';%_letlljggpglo ﬂﬁlowsog%ldfﬁﬁor\r"r?gnﬁtl r?é y%Egtlon Columns of Cylindrical Geometry:

by Khan, Farman L, Qamar, Shamsul
Journal of Chromatographic Science, 052017, Yolume 55, lssue §

=== An Open Problem in Complex Analytic Geometry Arising in Harmonic Analysis

B 1y Ruzhansky, M
Mathematical Modeling of Natural Phenomena, 2013, Yolume 8, lssus 1

m Finer fractal geometry for analytic families of conformal dynamical systems

S
Fouvered by Summon™

Gambar 1.4: Pencarian referensi penelitian melalui website widgets

= Go gle Scholar "analytic geometry" n

Articles Ahout 2,230 results (007 sec) ® by ogrofile e My libary A
Any time Elementary Analytic Geometry

Since 2018 G Fischer - Wathemnatical Wodels, 2017 - Springer

Since 2017 Elementary geometry is concerned with "points”, "lines” and "planes” lying in "space”. EukLID

Since 2014 began his "Elements” [2] by saying that a "point is something that doesn't have any parts”. This

Custom range and his "definitions" of the other concepts are perhaps intuitively pleasing, but are difficult to use ..
- ¥r P9 Al 2versions
Sort by relevance [Book] Foundations of rigid geometry |
Sort by date K Fujiwara, F Kato - 2018 - ems-ph.org

. 108.00 Euro. Rigid geometry is one of the modern branches of algebraic and arithmetic

geometry. It has its historical origin in J. Tate's rigid analytic geometry, which airmed at

¥ include patents  develaping an analytic geometry over norrarchimedaan valued fields ...
vinclude citations Yy 99 Cited by 5 Related articles  All 2 versions 8

Gromoy compactness in non-archimedean analytic geometry [PDF] arxiv.org
T¥ Yu - Journal firr die reine und angewandte Mathematik ..., 2018 - degruyter.com

Gromov's compactness theorem for pseudo-holomorphic curves is a foundational result in

symplectic geometry. It controls the compactness of the moduli space of pseudo-

holomorphic curves with bounded area in & symplectic manifold. In this paper, we prove the ..

Yr UY Cited by 12 Related articles Al 4 varsions

Create alert

Local analytic geometry of generalized complex structures [PDF] anxiv.org
t Bailey, M Gualtieri - Bulletin of the London Mathematical ..., 2017 - Wiley Online Library

A generalized complex manifold is locally gauge-equivalent to the product of 2 holomorphic

Poisson manifold with a real symplectic manifold, but in possibly many different ways. In this

paper, we show that the isomarphism class of the halornorphic Poisson structure occurring ...

¥r YUY Cited by 7 Related articles  All 9 versions

Gambar 1.5: Pencarian referensi penelitian melalui Google Scholar
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BAB 2

Sistem Koordinat Kartesius

Sistem koordinat menjadi landasan bagi geometri analitik. Koordinat kartesius di-
kenalkan oleh seorang matematikawan Perancis bernama René Descartes. Idenya
adalah cara menunjukkan kedudukan atau posisi sebuah titik pada bidang dengan
dua bilangan yaitu absis dan ordinat yang ditulis (x,y). Perhatikan Gambar 2.1
bahwa semua himpunan R? = {(zy, z3)|z1, 72 € R} dapat digambarkan dalam koor-
dinat kartesius. Bidang ini dibagi menjadi empat kuadran sebagai pedoman dalam

meletakkan posisi suatu titik.

Sistem koordinat kartesius R? inilah yang selanjutnya diperluas menjadi di-
mensi ruang R3. Bentuk-bentuk geometri yang dapat digambar dalam sistem koor-

dinat kartesius R? antara lain adalah balok, tabung, bola, dan kerucut.

3 @

Gambar 2.1: Koordinat kartesius di R?



2.1 Garis

Setiap titik dalam koordinat kartesius dapat dihubungkan oleh segmen garis lurus.
Misal titik A(—3,5), titik B(2,5), titik C'(2, —1), dan titik D(—3, —1) dihubungkan
dengan cara menarik garis dari titik A ke B, lalu ke C, kemudian ke D dan kembali
lagi ke A. Maka diperolehlah sebuah bangun datar seperti pada Gambar 2.2, yang

dapat diketahui sifat-sifat geometrinya (seperti keliling dan luas).

6 &
A B
AB
4
=
A 2 B
1 @
&, inY
5 4 3 2 i 0 1 3 4
D D C Q

Gambar 2.2: Contoh bidang datar

Jarak antara titik dalam sistem koordinat dapat ditentukan dengan mudah
melalui Teorema Pythagoras. Misal titik A(a,as) dan B(by, by) ingin dicari panjang

segmen garis lurus yang menghubungkan kedua titik tersebut, maka
AB” = |ABJ* = (a1 — b1)? + (as — by)2. (2.1)

Karena jarak selalu bernilai positif, maka

AB = |AB| = /(a1 — b2 + (as — b2)2. (2.2)

Dalam hal ini, AB menyatakan panjang segmen garis AB yang terbentuk, sedangkan
| AB| menyatakan jarak antar dua titik tersebut. Perhatikan bahwa jarak antara titik
A(—1,-2) dan B(2,3) seperti pada Gambar 2.3, dapat dengan mudah dihitung

menggunakan konsep Teorema Pythagoras.

Misal diketahui dua titik berbeda, yaitu A(aq,as) dan B(by, by). Segmen garis
lurus dibentuk dengan cara menghubungkan titik A dan titik B. Lalu titik C'(cy, ¢2)
ditaruh dalam segmen garis tersebut, dengan perbandingan |AC| : [CB| = p : q.

Geometri Analitik 6 Nanda Arista Rizki, M.Si.



Gambar 2.3: Tlustrasi jarak antara dua titik berbeda

Kedudukan titik C' dalam segmen garis tersebut adalah

b . b .
Cle, es) = (p 1+q-a1 p-btq a2)_ (2.3)

p+q = p+gq

Sebagai contoh misal diketahui titik A(—1, 3) dan titik B(4, —7), lalu diletakkan titik
C(c1,¢2) pada segmen garis lurus AB dengan perbandingan |AC| : |CB| = 3 : 2

seperti pada Gambar 2.4. Dengan menggunakan Persamaan 2.3, diperoleh

3442 (=1) 3-(=7)+2-3
C@“@%:< 312 ' 3412 ):(l—$-

Secara khusus, posisi titik tengah dari segmen garis AB yaitu ketika nilai p = ¢ = 1.

A @

BC

)

Gambar 2.4: Ilustrasi titik dalam segmen garis lurus

Misalkan garis rays g; melalui dua buah titik berbeda yaitu K(—6,—3) dan
L(—6,2) sedemikian sehingga sejajar dengan sumbu Y, seperti yang dapat dilihat
pada Gambar 2.5. Perhatikan bahwa garis g; juga melalui titik (—6,0). Jika dibe-

Geometri Analitik 7 Nanda Arista Rizki, M.Si.



rikan titik-titik lain yang juga terletak pada garis ini, maka absisnya selalu bernilai
—6. Oleh karena itu, garis g; adalah himpunan semua titik yang berabsis —6, dan

ditulis dengan cara

g1 = {(z,y) € R*|z = —6}

atau secara sistematis dinyatakan dalam bentuk persamaan x = —6. Dengan pen-
jelasan yang sama, maka dapat dipahami bahwa sumbu Y adalam persamaan garis

yang berbentuk x = 0.

-8 Gl & = -4 s = -1 a 1

4 =3 @_\

-4

Gambar 2.5: Garis x = —6

Selanjutnya misalkan garis g, melalui titik M (—4,—6) dan L(3, —6) sedemi-
kian sehingga sejajar dengan sumbu X, seperti yang dapat dilihat pada Gambar
2.6. Perhatikan bahwa semua titik-titik yang terletak pada garis go memiliki nilai

ordinat —6, sehingga garis g, dapat ditulis menjadi

g2 = {(z,y) e R?|ly = —6}

atau secara sistematis dinyatakan dalam bentuk persamaan y = —6. Dengan pe-

ngertian tersebut, dapat dipahami bahwa persamaan untuk sumbu X adalah y = 0.

Secara umum, persamaan garis lurus yang melalui titik A(z,y;) dan B(z2, y2)

dapat diperoleh dengan cara

y_ylzx_l'l (2‘4)

Y2 — U1 Tog — Tg

Geometri Analitik 8 Nanda Arista Rizki, M.Si.



-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

s

Gambar 2.6: Garis y = —6
Suatu persamaan garis biasanya ditulis dalam salah satu dari dua bentuk berikut:

1. y = mx + ¢, dengan kemiringan garis m dan suatu konstanta c.

2. ax + by + ¢ = 0, dengan a, b, ¢ adalah konstanta real, sedangkan nilai a dan

nilai b tidak bersama-sama nol.

Jika suatu segmen garis AB menghubungkan titik ujung A(x1, y1) dan titik B(xs, y),
dipotong oleh garis lurus L = ax+by+c = 0 dengan rasio perbandingan A : 1 seperti
pada Gambar 2.7, maka

__amtbypte Ly (2.5)
azrs + bys + ¢ Ly '

A®
(X1=y1)

Gambar 2.7: Ilustrasi titik potong antara segmen garis dan garis rays

Suatu garis dapat ditentukan jarak terdekatnya dari titik asal O(0,0). Misal-
kan titik Q(x,y) merupakan titik dalam garis [ yang letaknya terdekat dari titik

asal, lalu dibentuk segmen garis lurus (dengan menghubungkan titik asal dan titik

Geometri Analitik 9 Nanda Arista Rizki, M.Si.



Q). Segmen garis yang tebentuk merupakan garis normal dari titik asal ke garis [
tersebut (perhatikan Gambar 2.8).

O X M \ X

Gambar 2.8: Tlustrasi jarak terpendek dari titik asal ke suatu garis

Untuk menurunkan persamaan garis dalam bentuk p dan o diambil sembarang
titik P(x,y) pada garis [. Ditarik garis dari P yang tegak lurus dengan sumbu z,
sehingga memotong sumbu x di titik M. Dari M digambar garis yang tegak lurus
dengan garis normal ON dan berpotongan di titik R. Proyeksi tegak lurus dari OM
pada ON adalah

OR = OM cos o = z cos a. (2.6)
Dengan cara yang sama, proyeksi tegak lurus dari M P pada ON adalah
RQ = MP cos <g — a) = ysina, (2.7)
namun
OR+ RQ = 0Q = p. (2.8)

Oleh karena itu, dengan menghubungkan Persamaan 2.6, Persamaan 2.7, dan Per-

samaan 2.8, diperoleh
rxcosa+ysina —p =0, (2.9)

yang merupakan bentuk normal dari persamaan garis lurus [. Segmen garis OQ)

Geometri Analitik 10 Nanda Arista Rizki, M.Si.



memiliki panjang p dan sudut normal a.

Reduksi suatu persamaan garis lurus ke bentuk normalnya menjadi sangat
penting jika ingin mengetahui jarak terpendeknya dari titik asal dan besar sudutnya.

Misalkan bentuk persamaan garis tersebut adalah
l=ax+by+c=0.
Jika masing-masing ruas dikalikan dengan suatu konstanta k£ € R, maka diperoleh

kax + kby + kc =0

ka = cos «
kb = sin«
kc = —p.

Jika ka dan kb masing-masing dikuadratkan lalu dijumlahkan, maka diperoleh

E2a? + k%0 = cos’ a +sin’a = 1.

Sehingga
s 1
a? + b2
k=4 1
Maka
a
cosaq = +———
Va2 + b2
b
sina = *+

Va? + b?
c
b Va? + b?
Oleh karena itu, bentuk normal persamaan garis [ tersebut adalah

j:cw:%—by—i—c:o
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Misal diberikan dua buah garis lurus, yaitu y = miz + ¢; dan y = mex + co,
seperti yang tampak pada Gambar 2.9. Kedua garis tersebut memotong sumbu z
dan membentuk sudut o dan sudut § dengan sumbu x. Perhatikan bahwa tan a =
my, dan tan 3 = mo. Misalkan sudut dua buah garis ini adalah 6 dan 7 — 6.
Berdasarkan Gambar 2.9, bahwa sudut antara dua garis ini adalah 8 = 7 — § + «

dan 8 — «. Sudut @ dapat dipeoleh dengan cara menghitung

tana —tanf | my —me
l+tanatan 1+ mimy

tanf = £tan(a — B) = £

Jika M-"2 > () maka sudut 0 < # < I atau sudut 6 lancip. Sedangkan jika

1+mimeo 2

T < 0, maka sudut § < ¢ < atau sudut 6 tumpul.
Y
A
y=mx+c, y=mx+cC,
n-0
0
p—o B
/é h..x
~ D T

Gambar 2.9: Sudut yang terbentuk oleh dua garis berbeda

Hubungan antara dua garis lurus adalah salah satu dari kondisi berikut

e sejajar
e berimpit

e tegak lurus

Misal diberikan dua garis a1z + b1y + ¢4 = 0 dan garis asx + boy + co = 0. Jika
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@ — b4 e maka dua garis tersebut adalah sejajar, karena
a2 b2 co’ )

a1 by a1 a2
a2 by by by
a1 —Q2

= —— =
by by

= M1 = Mo

= tanf =

Dengan kata lain, jika dua buah garis sejajar, maka gradiennya sama (m; = ma).
Selanjutnya akan dibuktikan arah sebaliknya, dengan memisalkan Z—; = Z—; =\# 2—;,
dan titik (z¢,yo) terletak pada garis ayz + byy + ¢; = 0, maka ayz9 + biyo = —c.
Sehingga

ay b1yo

1 c
azo + bayo = Xl’o h\ = X(aﬂ?o + b1yo) = _Xl # —Ca,

dan agwo+boyo # —co, yang berarti (xg, o) tidak terletak pada garis asx+byy+co =
0. Karena tidak ada a;x + b1y + ¢; = 0 dan asx + by + co = 0 saling sejajar.

Kondisi selanjutnya adalah untuk garis yang berimpit. Misal diberikan dua

garis ayx + byy + ¢y = 0 dan garis asx + by + co = 0. Jika Z—; = 2—; = z—;, maka dua

garis tersebut berimpit. Misalkan A = %, maka a; = asA, by = by, dan ¢; = co\.

Jika titik (zo,yo) terletak pada garis a;x + byy + ¢; = 0, maka

a1xg + b1y0 +c=0= az)\xo + b2/\y0 + CQ)\ =0
= )\(CLQ.TO + bgyo + 02) =0

= A9y + b2y0 +cy = 0.

yang berarti titik (xg,yo) terletak pada garis asz + boy + ¢ = 0. Dalam hal ini,
semua titik yang terletak pada garis ayx + by + ¢; = 0 juga terletak pada garis
asx+byy+co = 0. Oleh karena itu, dalam kondisi ini, kedua garis tersebut dikatakan

berimpit.

Selanjutnya adalah kondisi tegak lurus dari dua buah garis. Misal diketahui
dua buah garis lurus, yaitu garis a1z + b1y +c; = 0 dan garis asz + by + co = 0 akan

saling tegak lurus jika ajas + b1by = 0 atau Z—; = —Z—f. Hubungan antar gradiennya
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adalah —m; = 1/mgy atau my = —1/m; atau mymy = —1. Hal ini dapat dibuktikan

dengan memisalkan 6 adalah sudut antara dua buah garis lurus dan my, my adalah

mi—mo
1+mimeo

gradien-gradiennya, maka tanf = . Diketahui dua buah garis yang saling

tegak lurus memiliki sudut 6 = 7, maka lim tan(z) = co. Sehingga

- (3)

%:oo:>1+mlm220
= myme = —1
= my = —1/my

—aq by
b a

= ajas + b1by = 0.

Suatu titik dapat ditentukan jaraknya ke sebuah garis lurus. Sebelumnya,
perhatikan bahwa garis az + by + ¢; = 0 dan ax + by + ¢ = 0 memiliki kemiringan
atau gradien yang sama, yaitu m = —7 ketika b # 0. Jika b = 0, maka kedua garis
yang terbentuk tersebut adalah garis vertikal. Dalam hal ini, kedua garis tersebut
sejajar. Sebaliknya jika hasil kali dari gradien garis pertama dan gradien garis ke

dua adalah m; - my = —1, maka kedua garis tersebut tegak lurus.

Selanjutnya, misal diberikan sebuah garis [y = ax 4 by + ¢ = 0 dan sebuah
titik (z1,y1), maka persamaan garis yang melalui titik (z1,y;) dan sejajar dengan

garis [, adalah
ax + by — (axy + byy) = 0.

Perhatikan bahwa garis axz + by + ¢; = 0 dan bx — ay + co = 0 adalah saling tegak
lurus. Lebih lanjut, persamaan garis lurus yang melalui (z1,y;) dan tegak lurus

dengan ax + by + ¢ = 0 adalah
bx — ay + (bxy — ayy) = 0.

Misal garis yang tegak lurus dengan [y dan melalui titik P(z1,y;) adalah garis I, =
bx — ay + (bxy — ayy) = 0. Jika garis [; dan garis Iy berpotongan di titik @), maka
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koordinat titik () adalah

0 ac — b?>xy +aby,  be + abx, — a’y,
2+ a? + b? '

Perhatikan bahwa panjang segmen garis P(Q) adalah jarak titik P ke garis [;. Lalu
dengan menggunakan Persamaan 2.2 untuk menghitung jarak titik P ke garis [y,

diperoleh
ac — b2xy + abyy 2 bc + abxy — ayy 2
PO =

© \/(mﬁ a? + 2 M
B a’xy + ac + +aby, 2 N b2y, + be + abxy 2
B a? + b? a? + b?
B a(axy + by + ¢) 2 N blaxy + by; + ¢) 2
B a? 4 b2 a? + b?

ax, + by, + ¢ 2
o (=
B \/(axl + by; + ¢)?
N a? + b2
_ laxy + byy + |

(2.10)

2.2 Bidang

Suatu bidang di R? dinyatakan dalam bentuk
Ar+ By +Cz =D,

dengan A% + B? 4+ C? # 0. Bidang ini dapat disketsakan dengan menentukan titik
potong bidang dengan sumbu x, sumbu y, dan sumbu z. Sebagai contoh, bidang
3x + 4y + 2z = 12 seperti pada Gambar 2.10 melalui titik (4,0,0), (0,3,0), dan
(0,0,6).
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Gambar 2.10: Sketsa bidang 3z + 4y + 2z = 12
2.3 Latihan

1. Tentukan jarak antara titik X (—13,—9) dan Y(20, 16)!

2. Misal diketahui titik-titik A(1,—3), B(—3,2), dan C'(—4, —1). Tentukan pan-

jang masing-masing segmen garis lurus AB, BC, dan AC'

3. Jika titik E(—6,—3) F(1,-3), G(1,2), dan H(hy, hy) membentuk sebuah ba-
ngun datar dengan kelilingnya adalah 24 satuan. Tentukan koordinat titik
H!

4. Tentukan koordinat titik @), yang terletak pada AB dengan A(—5,1) dan
B(3, —5), sedemikian sehingga AP : PB = 3: 5.

5. Diketahui dua titik £(4,7) dan G(8,1). Titik F terletak pada segmen garis
EG sedemikian hingga |EF| : |[FG| = 1 : 3. Tentukanlah absis dan ordinat
dari titik F'!

6. Jika titik A(2, —1) terletak pada segmen garis M N sedemikian sehingga M A :
AN = 2:1 dan diketahui titik M (8, 1), maka tentukanlah titik N!

7. Diketahui titik-titik sudut A(0,1), B(2,5), dan C(—1,4). Buktikan bahwa

segitiga tersebut merupakan segitiga sama kaki!

8. Jika segmen garis lurus memiliki dua titik ujung yaitu P(—5, —6) dan Q(10, 1),
maka buktikan bahwa titik R(4, —2) terletak pada segmen garis tersebut!
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Diketahui segmen garis AB dengan menghubungkan titik ujung A(1, —2) dan
titik ujung B(—3,4). Jika titik P dan @) berada dalam segmen garis tersebut,
dimana titik P membagi AB dalam rasio 1 : 2 dan titik () membagi AB dalam
rasio 2 : 1. Maka tentukanlah koordinat titik P dan titik @)!

Tentukan persamaan garis yang melalui titik (0,5) dan (0,0)!
Tentukan persamaan garis yang melalui titik (-3,2) dan (2,3)!
Tentukan titik potong garis x 4+ 2y = 3 dengan sumbu z!
Tentukan titik potong garis x + 2y = 3 dengan sumbu !

Tentukan nilai A jika garis x + 2y = 3 memotong segmen garis yang menghu-
bungkan titik A(—1,0) dan titik B(3,4)!

Tentukan titik potong garis z + 2y = 3 dengan garis x —y = —1!

Reduksi Persamaan 3x —4y — 15 = 0 ke dalam bentuk persamaan normal, lalu

sketsalah grafiknya!

Reduksi Persamaan y = %x ke dalam bentuk persamaan normal, lalu sketsalah

grafiknya!

Tentukan bentuk normal dari garis jika diketahui jarak terpendeknya dari titik

asal adalah p dengan sudut a sebagai berikut.

a) a=45° p=
b) a=%,p=3
c) a=180° p=141
d) a=3 p=4

Tentukan jarak titik (1,4) ke garis 3z — 5y + 2 = 0!
Tentukan jarak titik (5, 7) terhadap garis yang melalui titik (—4, —6) dan (8, 3)!

Sketsalah grafik 2z + 3y = 6 dalam R3!
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BAB 3
Lingkaran

Persamaan lingkaran yang memiliki titik pusat (a, ) dan radius r adalah

(x—a) +(y—B)°=r
2? +y? —2ax — 2By + o’ + B2 —r* = 0.

Jika lingkaran tersebut memiliki titik pusat (0,0) maka persamaan lingkarannya

adalah 22 + > = r%. Persamaan lingkaran juga dapat memiliki bentuk

22 4+ y* + 2ax + 2by + ¢ = 0,
yang memiliki titik pusat (—a, —b) dan radius r = v/a? + b> — c¢. Ketika nilai r = 0,
maka lingkarannya hanya berupa titik.

Misalkan lingkaran dengan radius » = 3 dan titik pusatnya terletak pada garis
y = x — 1. Jika lingkaran tersebut melalui titik (7,3), maka ada dua persamaan
lingkaran yang terbentuk. Hal ini dapat buktikan dengan memisalkan titik pusatnya

adalah (a,b). Karena titik (a,b) terletak pada garis y = = — 1, maka b = a — 1.

18



Karena lingkaran melalui titik (7, 3), maka

r=+/(a—T7)2+(b-3)?
=3=+(a—T7)2+(a—1-3)2
=9=(a—T7)72+ (a—4)>
= (a—T)(a—4) =0.

Untuk @ = 7 diperoleh b = 6, dan untuk a = 4 diperoleh b = 3. Oleh karena itu,

persamaan lingkarannya adalah

(=72 +(y—62=9=2"+y*— 14r — 12y + 76 = 0, atau
(-4 +(y—32=9=2>+y* -8z — 6y + 16 = 0.

BENTUK DIAMETRIK
Misalkan A(z1,y1) dan B(zs,y2) adalah titik-titik ujung dari diameter suatu ling-
karan, dan titik P(z,y) terletak di sebarang lingkaran seperti pada Gambar 3.1.

dan y y2 Karena sudut ZAPB = 90°, maka

Y=Y Y—Y
r— T X — X2

(x—21)(x —22) + (¥ — Y1) (y — y2) = 0.

=1

Sebagai contoh, akan dicari persamaan lingkaran yang memiliki diameter dengan
titik ujungnya adalah A(6,5) dan B(0,—3). Lalu misalkan C' adalah titik pusat
dari lingkaran tersebut, maka C'(3,1) adalah titik tengah dari segmen garis AB.
Kemudian radius r = |AC| dapat diperoleh dengan cara menghitung jarak antara
titik A dan titik C, sehingga |AC| = 5. Oleh karena itu, persamaan lingkarannya
adalah

(r =32+ (y—1)*=5
22+ —6r—2y—15=0
(x—6)(x—0)+(y—5)(y+3)=0.
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P (xy)

(%3,¥4) (X,Y,)

Gambar 3.1: Hustrasi bentuk diametrik

TIGA TITIK YANG TAK SEGARIS

Misalkan suatu lingkaran memiliki persamaan z%+ 32+ 2ax + by +c = 0. Persamaan
tersebut memiliki tiga parameter yang salig bebas yaitu a, b, dan c. Sehingga
persamaan lingkaran yang melalui tiga titik tak segaris A(x1,v1), B(z2,y2), dan
C(z3,y3) dapat diperoleh dengan cara berikut. Jika tiga titik A(xq1,y1), B(xe,y2),

dan C(x3,ys3) terletak pada lingkaran, maka memenuhi

22+ y? 4 2ax, + by +c=0
23+ Y2 4 2axs +bys +c =0
x5 + y3 + 2ax3 + bys + ¢ = 0.

Oleh karena itu, persamaan lingkarannya dapat diselesaikan dengan cara menentu-

kan

224+ oz oy
T+yr v n
T34+ Ys To Yo

T3+Y; T3 Y3

— s
I
(@)

POSIST TITIK TERHADAP LINGKARAN

Posisi titik terhadap lingkaran dapat ditentukan berdasarkan perbandingan radius
dan jarak titik tersebut terhadap titik pusat. Ada tiga kasus dalam posisi titik ini,
yaitu titik terletak dalam lingkaran, titik terletak pada lingkaran, dan titik terletak
di luar lingkaran. Berdasarkan posisi ini, maka dapat ditentukan jarak minimum

dan maksimum suatu titik tersebut dari lingkaran.
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Kondisi pertama yaitu suatu titik terletak dalam lingkaran. Kondisi ini dipe-
nuhi jika jarak suatu titik dengan titik pusat kurang dari radius lingkaran. Misalkan
suatu titik P terletak dalam lingkaran yang berpusat di titik C' dan memiliki radius
r, seperti pada Gambar 3.2. Jika panjang AB adalah diameter dari lingkaran, maka

jarak minimum titik P dari lingkaran adalah
PA| = |CA| - |CP| = 7 - |CP),
sedangkan jarak maksimumnya dari lingkaran adalah

|PB| = |CB|+ |CP| =r+|CP|.

Gambar 3.2: Tlustrasi titik dalam lingkaran

Jika jarak suatu titik P dengan titik pusat sama radius lingkaran, maka titik
tersebut terletak pada lingkaran. Titik P berada pada lingkaran yang beradius r

seperti pada Gambar 3.3, maka jarak minimum dan maksimumnya masing-masing

adalah 0 dan PA = 2r.

Gambar 3.3: Ilustrasi titik pada lingkaran
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Jika jarak suatu titik P dengan titik pusat lebih dari radius lingkaran, maka
titik tersebut terletak di luar lingkaran. Perhatikan Gambar 3.4. Jarak minimum

titik P dari lingkaran adalah
|PA| = |CP|— |CA|=|CP|—r,
sedangkan jarak maksimum titik P dari lingkaran adalah

|PB| =|CP|+ |CB|=r+|CP|.

B

Gambar 3.4: Ilustrasi titik di luar lingkaran

POSISI GARIS TERHADAP LINGKARAN

Posisi garis L = y — mx — ¢ = 0 terhadap lingkaran dapat dibedakan menjadi
tiga, yaitu memotong lingkaran, menyinggung lingkaran, tidak memotong lingkaran,
atau bahkan melalui titik pusat. Misalkan lingkaran tersebut berpusat di («, 8) dan
memiliki radius. Jika suatu garis memotong lingkaran di dua titik yaitu A dan B,

maka

|6 —ma—d _

V1+m?2

Dengan menggunakan bentuk normal dari garis, maka titik tengah segmen garis AB

r.

dapat ditentukan dengan menyelesaikan solusi dari

r—a y—B —(ma+c—p)
m -1 1+m?
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Kasus kedua adalah ketika garis L = y — mz — ¢ = 0 menyinggung lingkaran.

Hal ini terjadi jika

|p —ma — ¢ B

V1+m?

Titik temu antara garis dan lingkaran dapat ditentukan dengan menyelesaikan solusi

dari

r—a_y—f _—(ma+c—p)
m -1 1+ m?2

Kasus selanjutnya adalah suatu garis L = y—max —c = 0 tidak menyentuh lingkaran,

yaitu ketika

|8 —ma — ¢

V1+m?

Kasus terakhir adalah suatu garis L = y — max — ¢ = 0 melalui titik pusat, yang

> T,

hanya terjadi jika

| —ma — ¢ B

0.
Jitm?

KONDISI GARIS SINGGUNG

Suatu garis y = max + ¢ menyinggung lingkaran 2% +1? = r? jika dan hanya jika ¢* =
r?(1 4+ m?). Titik yang dilalui oleh garis dan lingkaran tersebut adalah (—mTTZ, %)
Selanjutnya dimisalkan, garis yang akan menyinggung lingkaran 2% 42 = 72 adalah
garis az +by+c = 0. Maka garis az +by+c = 0 menyinggung lingkaran 2% +y? = r?
jika dan hanya jika ¢* = r?(a® 4+ b*). Dalam hal ini, titik temu antara garis dan
lingkaran tersebut adalah (—%, —%) . Dalam kasus lingkaran yang tidak berpusat

di titik (0,0), dapat melakukan pergeseran dengan vektor yang bersesuaian dengan
arah dari titik (0,0) ke titik pusat.

Selanjutnya adalah persamaan garis singgung pada lingkaran yang melalui satu
titik. Jika persamaan lingkarannya adalah x? + y? = r? dan melalui titik (zy,y;),

maka garis singgungnya adalah garis

T+ gy =1’
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Jika persamaan lingkarannya adalah x? + y? + ax + by + ¢ = 0 dan melalui titik

(z1,y1), maka garis singgungnya adalah garis

1 1
1T+ Y1y + §a($1 +x) + §b(y1 +y)+c=0

Selanjutnya adalah persamaan garis singgung pada lingkaran yang memiliki
gradien tertentu. Jika persamaan lingkarannya adalah z? + y*> = r? maka garis

singgungnya yang bergradien m adalah
y=mx trvm?2+ 1.

Lalu jika persamaan lingkarannya adalah 22 + 4% + ax + by + ¢ = 0, maka garis

singgungnya yang bergradien m adalah

(y—k)=m(x—h)£rvm?+1,

dengan h = —%m k=—1b danr = (—1a)2 + (—lb)2 —c.

KUASA LINGKARAN

Kuasa lingkaran dibagi menjadi tiga yaitu kuasa titik terhadap lingkaran, garis
kuasa, dan titik kuasa. Kuasa titik merupakan kedudukan suatu titik terhadap
lingkaran. Garis kuasa menyatakan kedudukan antara dua lingkaran. Titik kuasa
merupakan suatu titik yang menyatakan kedudukan antar lingkaran (lebih dari dua

lingkaran).

Misal diberikan suatu lingkaran L yang berpusat di titik M. Lalu diletakkan
titik P yang terletak di luar lingkaran L. Dari titik P dibentuk segmen garis yang
memotong lingkaran di titik A; dan B; seperti pada Gambar 3.5. Suatu kuasa
titik P terhadap lingkaran L didefinisikan sebagai perkalian panjang PA; dan P B,
ditulis

K(P) =|PA|-|PB|.

Misal C' adalah titik singgung garis yang melalui P. Perhatikan segitiga APB;C
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dan segitiga APC Ay, bahwa
/LB PC = /ZCPA,
dan
/LPAC = /ZPCB, = %AAMC’.

Karena segitiga A PA;C dan A PCB; mempunyai dua pasang sudut yang beru-
kuran sama, maka kedua segitiga tersebut adalah sebangun. Akibatnya terdapat

hubungan perbandingan

A |PC
[PC| ~ |PB

atau
|PA,| - |PB;| = PC*
Sehingga diperoleh
K(P) = PC>.

Perhatikan bahwa |PC| merupakan panjang garis singgung dari titik P ke titik
singgung di lingkaran. Dengan kata lain, kuasa titik P terhadap lingkaran L adalah
kuadrat panjang garis singgung lingkaran dari titik P ke titik singgungnya.

Gambar 3.5: Tlustrasi titik di luar lingkaran
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Misal melalui titik P ditarik lagi garis-garis yang memotong lingkaran selain
di titik A; dan B;. Misal titik-titik potongnya adalah titik-titik A; dan B;, untuk
1 = 2,3,4. Maka berlaku

K(P) = PC? = |PA,| - |PB,| = |PA,| - |PBy| = |PAs| - |PBs| = |PA,| - |PBy.

Misal lingkaran L berjari-jari r. Jika segmen garis yang melalui titik P dan titik

pusat M, juga melalui dua titik Ay dan By, dengan k € {1,2,...,n}, maka
K(P) = |PAy| - |PBy| = (|PM| —r)(|[PM| +r) = |[PM* —r*.

Dalam hal ini, nilai |[PM|* — r? juga didefinisikan sebagai kuasa titik P terhadap
lingkaran L.

Selanjutnya, dimisalkan titik P berada pada posisi (z1,¥;). Jika persamaan
lingkaran L adalah L = 2% + y? 4+ ax + by + ¢ = 0 dengan pusat M (—%a, —%b) dan
kuadrat jai-jarinya adalah r* = 1a* + 1b* — ¢, maka kuasa titik P(z1,y:) terhadap

lingkaran L adalah

1\? 1\?
K<P>:\PM12—r2=(x1+§a) +(yl+§b) e

=22 +yi +ar, + by +c (3.1)

Sehingga, kuasa titik P(xy,y;) terhadap lingkaran L = 2% + y? + ax + by + ¢ = 0
juga dapat diperoleh dengan cara mensubstitusi variabel x dan y pada persamaan

lingkaran dengan nilai x; dan y;.

Berdasarkan Persamaan 3.1, jika titik P berada di luar lingkaran L, maka ku-
asa titik P terhadap lingkaran tersebut bernilai positif. Hal ini dikarenakan panjang
garis singgung dari titik P ke titik singgungnya adalah bilangan positif. Jika titik
P berada tepat pada lingkaran, maka kuasa titik P terhadap lingkaran tersebut
adalah nol. Namun jika titik P berada di dalam lingkaran L, maka kuasa titik P
terhadap lingkaran bernilai negatif. Dalam hal ini, panjang garis singgungnya ber-
nilai imajiner dan sesuai dengan kenyataan bahwa secara geometri sebuah titik di

dalam lingkaran tidak bisa dikonstruksi garis singgungnya.
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Misal diberikan dua buah lingkaran. Perhatikan bahwa ada suatu titik yang
memiliki kuasa sama terhadap dua lingkaran tersebut. Himpunan titik-titik yang
memiliki kuasa yang sama terhadap dua lingkaran tertentu berupa garis lurus yang

disebut garis kuasa. Misalkan persamaan kedua lingkaran tersebut adalah

L15x2+y2+a1x—|—b1y+01:0
L25x2+y2+a2x+b2y+02:0.

Jika titik P(z1,y;) memiliki kuasa yang sama terhadap lingakran L; dan Lo, maka

K(P) = K(P)
224+ 2 4 a1y + by 4+ ¢ = 22 4y 4 asy + bayr + ¢
(a1 — CLQ).’L'l + (bl — bg)yl +c1 —Ccy = 0.

Hal ini akan berlaku pada setiap titik yang kuasanya terhadap kedua lingkaran itu
adalah sama. Dengan demikian, garis kuasa yang merupakan tempat kedudukan
titik-titik yang memiliki kuasa yang sama terhadap lingkaran L; dan L, adalah
sebagai berikut

= Ll — LQ
= (a1 — ag)xl + (bl — bg)yl +c1 —Cy = 0.

a, —a
Perhatikan bahwa garis kuasa memiliki gradien m; = — bl b2' Titik pusat

— 02

lingkaran L; dan L, masing-masing adalah M; (—%al, —%bl) dan M, (—%ag, —%bg).

Gradien garis yang menghubungkan antara titik pusat L; dan titik pusat L, adalah
b1 — by

ap — a
tegak lurus dengan garis penghubung titik-titik pusat kedua lingkaran tersebut,

My = . Karena m; - ms = —1, maka garis kuasa dua buah lingkaran akan

seperti pada Gambar 3.6.

Selanjutnya, misal diberikan tiga buah garis yang titik-titik pusatnya tidak
berada pada satu garis lurus (konsentris), yaitu Ly, Lo, dan L3 seperti pada Gambar
3.7. Perhatikan bahwa ada satu titik yang memiliki kuasa yang sama terhadap
ketiga lingkaran tersebut. Ketiga lingkaran tersebut mempunyai tiga garis kuasa

yang saling berpotongan di satu titik. Titik tersebut disebut titik kuasa.
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° T °
M 1 MZ
Ly

garis [

Gambar 3.6: Tlustrasi garis kuasa dari dua lingkaran

garis I;

e

garis [

garis I,
Ly

Gambar 3.7: Ilustrasi titik kuasa dari tiga lingkaran

Misalkan ingin menentukan titik kuasa dari lingkaran

Li=2?+y*+32+5y—7=0
Ly=2*4+y*—22+4y—6=0
Ly=2*+y*+4a—2y—2=0.

Maka garis kuasa lingkaran L, dan L, adalah
Ly —Ly=5x+y—1=0.
dan garis kuasa lingkaran L, dan L3 adalah
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Diperoleh solusi penyelesaiannya yaitu z = %8 dan y = . Dengan demikian,

18
koordinat titik kuasa ketiga lingkaran tersebut adalah (%, }—g)

DUA LINGKARAN YANG BERPOTONGAN

Sudut antara dua buah lingkaran didefinisikan sebagai sudut yang dibentuk oleh
garis-garis singgung pada kedua lingkaran itu di titik potongnya. Dua lingkaran
dikatakan saling memotong tegak lurus jika sudut antara garis-garis singgung di titik
potongnya adalah 90°. Perhatikan Gambar 3.8. Misalkan dua lingkaran tersebut
adalah

L1§x2+y2+a1x+b1y+01:0
Ly = 2”4+ y* + agx + boy + ¢ = 0.

Kemudian perhatikan Gambar 3.9 bahwa r; tegak lurus dengan o, sehingga A M; My P
adalah segitiga siku-siku. Dalam hal ini, M, (—%al, —%bl), M, (—%ag, —%62), ry =
\/ia% + b} — ¢y, dan 1y = \/}La% + b3 — ¢5. Sehingga berlaku

|M1M2|2 = T’% + T’g.

Ly
L,

Gambar 3.8: Ilustrasi titik potong dari dua lingkaran

Sebuah lingkaran juga dapat memotong lingkaran lain sedemikian sehingga
membagi dua sama besar lingkaran tersebut. Perhatikan Gambar 3.10. Jika ling-

karan L, membagi dua sama besar lingkaran L, maka dalam AM;PM, berlaku

|M1M2|2 = T% — T%.
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Gambar 3.9: Tlustrasi dua lingkaran berpotongan tegak lurus

Gambar 3.10: Ilustrasi lingkaran membagi dua sama besar
3.1 Latihan

1. Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di titik (—2,3) dan memiliki

radius r = 5!

2. Tentukan titik pusat dan radius jika persamaan lingkarannya adalah 322 +
3y? — 8x — 10y + 3 = 0!

3. Buktikan bahwa titik-titik (1,0), (2,—7), (8,1), dan (9,—6) terletak pada

lingkaran!

4. Jika suatu persegi dibentuk oleh garis x = 2, z = 3, y = 1, dan y = 2.
Tentukan persamaan lingkaran yang diameternya adalah diagonal dari persegi

tersebut!

5. Jika (4,1) adalah titik ujung diameter dari persamaan lingkaran x?+y? — 2z +
6y — 15 = 0, tentukan titik ujung diameter lainnyal!
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10.

11.

12.

13.

14.

Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik (1,1), (2, —1), dan (3, 2)!

Tentukan posisi titik A(1,2) dan titik B(6,0) terhadap lingkaran dengan per-
samaan x2 + y? — 4z + 2y — 11 = 0!

Diberikan titik-titik P;(2,3), P»(1,0), dan P3(6,—1) serta sebuah lingkaran
dengan persamaan S = 22 + y* — 10z + 24y + 144 = 0. Tentukan jarak
maksimum dan minimum antara:

a) titik P, dan lingkaran S

b) titik P, dan lingkaran S

c) titik P dan lingkaran S.

. Tentukan persamaan garis singgung pada lingkaran % + y? = 4 yang melalui

titik (2,0)!
Tentukan kedudukan titik (1, 1) terhadap lingkaran z? + y? = 1!

Tentukan garis kuasa dari lingkaran L; = (z — 1)* + (y — 4)? = 16 dan Ly =
2 +y* 4+ 22 — 6y — 15 =0!

Tentukan garis kuasa dari lingkaran (z —2)%+%* = 4 dan 22 +y? = 1! Apakah

garis kuasanya memotong kedua lingkaran?

Tentukan koordinat dari titik kuasa lingkaran-lingkaran berikut:
Li=z2>+y*+2+y—14=0
Lo=a®>+9y*=13
Ly=a%+1y?+ 3z — 2y — 26 = 0.

Tentukan persamaan lingkaran yang memotong tegak lurus lingkaran L =
2?2 +y*—2x +5y —5 = 0, melalui titik (6,1), dan pusatnya terletak pada garis
g =9z + 4y = 47!
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BAB 4
Parabola

Parabola didefinisikan sebagai tempat kedudukan titik-titik P(h, k) pada bidang
sedemikian hingga titik itu berjarak sama dari suatu titik fokus dan garis tertentu
yang tidak memuat fokus (disebut garis direktrik). Misalkan posisi titik fokus berada
pada sumbu x dan dengan garis direktrik tegak lurus sumbu = seperti pada Gambar
4.1. Sedangkan sumbu y diletakkan di tengah-tengah segmen garis hubung dari titik
fokus S ke garis direktrik. Misalkan jarak antara garis direktrik dengan fokus adalah
2a, maka koordinat titik fokusnya adalah S(a,0) dan persamaan garis direktrik
d=x=—a,a#0.

Y A

o /] (a2a)

Zl O \S (a,0)
(a,—2a)
L\

Gambar 4.1: Right-handed parabola

Y

Jika titik P(h, k) adalah sebarang titik pada parabola, maka berdasarkan de-
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finisi parabola diperoleh hubungan

SP=PM=a+h=+/(h—a)P?+k>=a+h
= a® + h?> — 2ah + k> = a® + h® + 2ah
= k% = 4ah.

Oleh karena itu, kedudukan titik P berada pada kurva y? = 4ax. Persamaan para-
bola ini adalah y?> = 4az? untuk @ > 0. Titik puncaknya adalah (0,0) dengan
sumbu simetrisnya adalah sumbu x atau garis y = 0. Garis direktriknya adalah

garis * +a = 0.

y
A
L's| L
P(h.k)
» X
Z A -Z' L

(a) Right-handed parabola (b) Upwards parabola  (c) Downwards parabola

Gambar 4.2: Bentuk parabola standar

Secara umum, ada 4 parabola standar yaitu right-handed parabola, left-handed
parabola, upwards parabola, dan downwards parabola, yang masing-masing diilus-
trasikan pada Gambar 4.1, Gambar 4.2a, Gambar 4.2b, dan Gambar 4.2c. Adapun

sifat-sifat parabola ini dirangkum dalam Tabel 4.1.

Tabel 4.1: Sifat-sifat Parabola Standar

Diagram Gambar 4.1 Gambar 4.2a Gambar 4.2b Gambar 4.2¢
Persamaan y? = dax y? = —4ar 2% =4day ? = —day
Titik fokus (a,0) (—a,0) (0,a) (0, —a)

Titik puncak (0,0) (0,0) (0,0) (0,0)

Garis direktrik r+a=0 r—a=0 y+a=0 y—a=20
Sumbu simetris y=20 y=20 r=0 x=0

Garis singgung di titik puncak z =0 x=0 y=20 y=20
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4.1 Bentuk Parabola Tak Standar

Ada beberapa bentuk parabola yang tidak standar. Bentuk pertama yang dike-
nalkan adalah parabola yang terbuka ke sisi kanan. Misalkan titik P(z,y) adalah
sebarang titik pada parabola, dengan titik puncak di A(a, f) dan sumbu simetrisnya

sejajar dengan sumbu x seperti pada Gambar 4.3a. Perhatikan bahwa

PS =PM
(z—a—-a)+(y—pF)°=(r—-a+a)
(r—a)+a®—2a(r—a)+ (y—p)? = (x —a)’+a® +2a(xr — a)
(v— B = da(z — a). (41)

Jika dibandingkan dengan bentuk standar y? = 4ax, maka cukup mengganti variabel
x dengan (r — «) dan variabel y dengan (y — ). Titik fokus parabola ini adalah
(o + a, B) dengan titik puncak («, ). Persamaan sumbu simetris dan persamaan
garis singgung di titik puncak masing-masing adalah y — § = 0 dan x* — a = 0.

Persamaan garis direktrik parabola ini adalah z = a — a.

Bentuk kedua dari parabola tak standar adalah parabola yang terbuka ke sisi
kiri seperti pada Gambar 4.3b. Dalam hal ini,

PS=PM
[z = (a=a)* + (y = B)° = ((a — 2) +a)®
(r—a)+a*+2x—a)a+(y—B)?*=(a—2)*+a*+2a(a — )
(y — 8)* = da(a — x)
(v — ) = —da(z — a). (42)

Titik fokus parabola ini adalah (o — a, ) dengan titik puncaknya adalah («, ).
Sumbu simetris parabola ini adalah y — 5 = 0. Persamaan garis singgung di titik
puncak dan persamaan garis direktrik parabola ini masing-masing adalah x —a =0

dan z = o + a.
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O

(a) Parbola  opening
towards right hand side

y

A

L S /|
P(x.y)

R CHS)

@)

(¢) Parbola opening up-
wards

-

a7 A(B)

(b) Parbola  opening
towards left hand side

y

A

A(a.B)

P(xy)
Ll'
s\l

o)

(d) Parbola opening down-
wards

Gambar 4.3: Bentuk parabola tak standar

Bentuk selanjutnya dari parabola tak standar adalah parabola yang terbuka

ke atas seperti pada Gambar 4.3c. Kurva parabola ini memiliki persamaan

(2 —@)* =da(y — B)

(4.3)

Titik fokus parabola ini adalah («, 8 + a) dengan titik puncaknya adalah («, 3).

Sumbu simetris parabola ini adalah ©* — a = 0. Persamaan garis singgung di titik

puncak dan persamaan garis direktrik parabola ini masing-masing adalah y — 8 = 0

dan y = 6 — a.
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Bentuk terakhir dari parabola tak standar adalah parabola yang terbuka ke

bawah seperti pada Gambar 4.3d. Kurva parabola ini memiliki persamaan

(z —a) = —da(y — B) (4.4)

Titik fokus parabola ini adalah (o, 5 — a) dengan titik puncaknya adalah («, f3).
Sumbu simetris parabola ini adalah x — o = 0. Persamaan garis singgung di titik
puncak dan persamaan garis direktrik parabola ini masing-masing adalah y — 5 = 0
dan y = 0 + «a.

Y Two possible
A

O

Gambar 4.4: Parabola yang diketahui garis singgung dan sumbu simetrisnya

Misalkan akan ditentukan persamaan parabola yang persamaan sumbu sime-
trisnya adalah [z + my + n = 0, dan garis singgung di titik puncaknya adalah
mz — ly + k = 0, seperti pada Gambar 4.4. Lalu misalkan titik puncaknya adalah
(e, B), dan P(z,y) adalah sebarang titik pada parabola. Maka persamaan parabola
tersebut adalah

(PL)* = 4a(PM)
<lw+my—|—n)2 |mx — ly + k|
- @< — 4a—

VI2 4+ m? vm? + [2
(lz + my +n)? = £da(ma — ly + k)VI2 + m?2. (4.5)

Dalam hal ini, terdapat dua kemungkinan persamaan parabola yang diperoleh.

Persamaan parabola juga dapat ditentukan jika diketahui titik fokusnya. Misal-
kan S(z, yo) adalah titik fokus parabola dan garis [x+my+n = 0 adalah persamaan
garis direktriknya. Lalu misalkan P(x,y) adalah sebarang titik pada parabola se-
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perti sehingga seperti pada Gambar 4.5. Sehingga

PS=PM
|z +my +n
\/(x—xo)2+(y—yo)2—W
) o (lz +my+n)?
(‘T—xﬂ) +(y_y0) = (12+m2)

(2% +y* — 2220 — 2yy0 + 25 + y2) (I +m?) = ’2% + m*y® + n? + 2lmay + 2mny + 2Inz,
lalu diperoleh

m?z? + Py* + o[22 (1 +m?) — 2In] + y[—2yo(I* +m?) — 2mn] — 2lmay +c =0
m?e? + 1Py* + 292 + 2fy — 2lmay +c=0

(mx — ly)? + 292 +2fy +c =0,

(4.6)

dengan c adalah konstanta. Persamaan 4.6 dapat disederhanakan menjadi
az® + 2hxy + by? + 29z + 2fy +c = 0. (4.7)

Konsekuensinya, suatu persamaan berderajat dua bahwa dapat dikatakan sebuah
persamaan parabola jika h? = ab dan abc + 2fgh — af? — bg*> — ch? # 0.

y

.
>

< =2
5 )

I
IX+my+n=

Gambar 4.5: Parabola yang diketahui titik fokusnya

Sebagai contoh, akan ditentukan persamaan parabola yang memiliki titik fokus
S(—1,—-2) dan garis direktrik z — 2y + 3 = 0. Jika P(z,y) adalah sebarang titik
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pada kurva parabola dengan titik M terletak pada garis direktriknya, maka

SP=PM
(SP)* = (PM)*
2
|z — 2y + 3|
(2 +1)°+(y+2)?°= ( (1)2+(_2)2>
5(x +y* + 22 + 4y +5) = (2 + 4y* — 4oy + 62 — 12y + 9)
42 4+ 9 + 4oy + 4z + 32y + 16 = 0.

4.2 Persamaan Garis Singgung Pada Parabola

Adapun persamaan garis singgung untuk parabola standar dapat dilihat pada Tabel
4.2. Sedangkan garis singgung untuk parabola dengan titik puncak (h,k) dapat
dilihat pada Tabel 4.3.

Tabel 4.2: Persamaan Garis Singgung Pada Parabola Standar

Persamaan Melalui titik (z7,y;) Bergradien m

v =4daxr  yy = 2a(x + 31) y=mx+ 2
y? = —dar yy = —2a(zx+x) y=mr—2
> =4day  zr =20(y+y1) y = mx — am?

2

r? = —day z1 = —20a(y+vy1) y=mx+am?

Tabel 4.3: Persamaan Garis Singgung Pada Parabola Tak Standar

Persamaan Melalui titik (z1,y1) Bergradien m

(y — k)* = da(z — h) (y —y)(y — k) = 2a(z — 1) y=mzr—mh+k+ >

(y—k)?=—da(x—h) (y—y)(ly—k)=—-2a(x—21) y=mer—mh+k—=2
(x—h)?=daly—Fk) (x—z)(xr1—h)=2aly—y1) y=mz—mh+k—am?
(x —h)?=—da(ly — k) (x—x1)(x1 —h) = —2a(y —vy1) y=mz—mh+k+am?
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4.3 Latihan

10.

11.

12.

13.

14.

Buatlah sketsa grafik untuk parabola yang memiliki persamaan y* = —8x!

Tentukan koordinat titik fokus dan garis direktrik jika diketahui persamaan

parabola y? = 10z!

Tentukan persamaan parabola jika diketahui titik fokus (4, 8) dan garis direk-
trik z = —4!

Tentukan persamaan parabola dengan puncak titik (0,0) dan melalui titik

(20,20), jika sumbu simetris parabola berimpit dengan sumbu z!
Tentukan titik fokus dari parabola (y — 1)* = 12(z — 2)!

Tentukan titik puncak dari parabola y? + 6x — 2y + 13 = 0!

Tentukan persamaan garis direktrik dari parabola y? + 4y + 4z + 2 = 0!

Tentukan titik puncak, titik fokus, dan garis direktrik dari parabola yang

memiliki persamaan y? — 2z — 2y + 5 = 0!

Buktikan bahwa 22 — 22y + y? + 37 + 2 = 0 merupakan persamaan parabola!
Lalu buatlah grafiknya menggunakan Geogebra!

Tentukan persamaan parabola yang memiliki titik fokus (4, —3) dan titik pun-

cak (4, —1) dengan menggunakan Persamaan 4.6!

Tentukan persamaan garis singgung parabola y?> = —16x yang sejajar garis

r—y=3!

Tentukan persamaan garis singgung parabola y? + 2y + 6z + 4 = 0 yang tegak
lurus garis x + 2y = 6!

Tentukan persamaan garis singgung parabola y* — 4z = 0 yang melalui titik
(=2, —1)!

Tentukan persamaan garis singgung parabola (y — 2)? = —12(x + 1) yang
melalui titik (—1, —1)!
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BAB 5

Elips

Pada Bab 4, diketahui bahwa kurva parabola didefinisikan sebagai titik-titik yang

rasio (perbandingan) antara jarak dengan titik tetap (fokus) dan jarak dengan garis

tetap (garis direktrik) adalah 1. Namun pada Bab 5 ini, rasionya kurang dari

1, artinya titik-titik kurva lebih dekat dengan titik fokus dibanding dengan garis

direktrik. Elips adalah tempat kedudukan titik-titik yang bergerak dalam bidang

sehingga rasio antara jarak dari titik fokus dan jarak dari garis direktrik selalu

konstan, yaitu e < 1.

B P(xy)

x= ale

C N

S

A

Directrix

(ae,0)

" B'[(0-b)

Directrix N
| =

/(a,O)

L

N

Gambar 5.1: Elips standar jenis ke 1

Perhatikan Gambar 5.1. Misalkan S adalah titik fokus, ZM garis direktrik
elips, dan P adalah sebarang titik pada elips sedemikian sehingga PM tegak lurus

|SP]

pada direktrik, maka = e < 1. Lalu gambarlah SZ 1 pada direktrik ZM

|PM]

dan bagilah segmen garis SZ dengan rasio e : 1(e < 1). Misalkan A dan A" masing-
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masing adalah titik internal dan titik eksternal. Maka

1SA| = e|AZ| (5.1)
ISA'| = e|A'Z). (5.2)

Jelas bahwa A dan A’ akan terletak pada kurva elips. Misalkan panjang segmen
AA’ adalah 2a, lalu ambil titik C' sebagai titik tengahnya,

S |CA = |CA| = a.

Misalkan titik P(x,y) adalah sebarang titik pada elips dengan sumbu koordinat C'A
dan C'B. Kemudian, ketika Persamaan 5.1 dan Persamaan 5.2 dijumlahkan maka

diperoleh

|SA| + |SA| = e(|AZ| +|A'Z])
|AA| = e(|CZ| — |CA| +|CA'| + |CZ]) (dari Gambar 5.1)
[AA'| = e(2|CZ]) (. |CA| =|CAT)
2a = 2¢|CZ|
cz| =2,
(&

Oleh karena itu, direktrik ZM adalah garis = |CZ| = ¢ atau ¢ — x = 0. Dengan

e

melakukan pengurangan Persamaan 5.1 dari Persamaan 5.2, diperoleh

|SAY| = [SA] = e(|A'Z] - |AZ])
(ICA+1CS|) = (ICA] = [CS]) = e| AA]
2|CS| =e|AA| (. |CAl = |CA)
2|CS| = e(2a)
|C'S| = ae.

Oleh karena itu, titik fokusnya adalah (ae,0).
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Geometri Analitik 42

Lalu gambarlah PM | M Z. Berdasarkan definisi bahwa

|SP|? = *|PM|?

(x —ae)® + (y — 0)* = ¢ (g—x)Q

(z —ae)®* +y* = (a — ex)?

2? + a’e® — 2aex + y* = a® — 2aex + e*w

231 — e + 9% = a*(1 — &%)

2 2
a’>  a*(1—e?)

Jika b? = a?(1 — €?) = |OB|?, maka Persamaan 5.3 menjadi

IQ y2
StE=L

ISP
|PM|

= e, diperoleh

(5.3)

Sumbu mayor untuk Gambar 5.1 adalah AA’ dengan panjang 2a. Sedangkan

disebut titik puncak.

sumbu minornya adalah BB’ dengan panjang 2b. Titik pusat elips adalah titik
potong antara sumbu mayor dan sumbu minor. Dalam kasus elips standar, titik

pusatnya adalah titik asal O(0,0). Titik potong kurva elips dengan sumbu mayornya

Perhatikan kembali Gambar 5.1. Ada titik fokus ke dua dan garis direktrik ke

3

dua. Pada sisi negatif sumbu mayor, ambil titik S” sehingga |SC| = |S'C| = ae dan
ambil titik Z’ sedemikian sehingga |ZC| = |C'Z'| = a/e. Dalam hal ini, kedudukan
titik fokus ke dua adalah (—ae,0) dan garis direktrik ke dua adalah z = —2.

Gambar 5.2: Elips standar jenis ke 2 beserta titik fokus dan garis direktriknya
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Elips standar jenis kedua adalah elips yang sumbu mayornya sepanjang sumbu
y dan sumbu minornya sepanjang sumbu z, seperti pada Gambar 5.2. Dengan

persamaan kurvanya adalah

Baik elips standar jenis pertama maupun elips standar jenis kedua, bahwa

selalu dimisalkan a > b. Sehingga selalu

b =a*(1 —€?).
Berdasarkan Teorema Pythagoras, diperolehlah hubungan dari panjang titik asal
0(0,0) ke titik ujung sumbu mayor (a), ke titik ujung sumbu minor (b) dan ke titik

fokus (ae), yaitu

(ae)® + b* = a*.

Nilai e untuk sebuah elips selalu 0 < e < 1, maka

0 < e < 1
0 < e? < 1
-1 < —e? < 0
< 1—e? < 1

< a*(l—¢*) < a?

< b? < a?

b < a.

Jika nilai e = 0, maka b*> = a*(1 —0) = a?, lalu persamaan elips f;—j + ‘Z—j = 1 menjadi

persamaan lingkaran 22 + y?> = a®. Oleh karena itu, e # 0. Karena 2—; + z—j =1,
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maka

2 1 2 a? -
b2 a? a?
y_2_ (a+z)(a— )
b2 a?
|IPN|* |A'N|-|AN]|
b2 a?
|PN|? B b? B |BC|?

[AN[-|AN| ~ a2~ JACP

5.1 Definisi Kedua Dari Elips

Misalkan diketahui persamaan elips, yaitu

IQ y2
St =L (5.4)

Titik fokusnya ada dua, yaitu (ae,0) dan (—ae,0). Persamaan garis direktrik M Z
dan M’'Z' masing-masing adalah z = ¢ dan z = =*. Misalkan P(z,y) sebarang titik

pada Persamaan 5.4. Maka

|SP| = e|PM|
=e|NZ|
= e(|CZ] = |CN])

()

=a— ez,
dan

S'P = e|PM|
=e|Z'N|
— o(ICZ] + |CN])

[

=a-+er.
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Sehingga |SP|+ |S'P| = 2a = |AA’|. Oleh karena itu, elips dapat dikatakan sebagai
kumpulan titik-titik sedemikian hingga jumlah jaraknya dari pasangan dua titik

fokus yang berbeda adalah konstan.

5.2 Bentuk Elips Tak Standar

Bentuk elips tak standar diklasifikasi menjadi 2 jenis. Jenis pertama yaitu jika sum-
bu mayornya sejajar dengan sumbu z dan sumbu minornya sejajar dengan sumbu v,
lalu titik pusat elips bukan titik asal O(0,0), seperti pada Gambar 5.3. Persamaan

elips jenis ini adalah

(=02, (= kP _

5 72 1, a>b,
a

dengan titik pusat (h, k).

P
2 o L
« i » Major axis

minor axis

Gambar 5.3: Elips tak standar jenis pertama

Jika P sebarang titik pada elips dengan sumbu mayor AA’ san sumbu minor
BB’. Lalu PM tegak lurus dengan sumbu mayor dan PL tegak lurus dengan sumbu

minor. Maka diperoleh

|PL|* | |PMJ?
a? + 2

1 (5.5)

Misalkan titik pusat elipsnya adalah C'(h, k) dengan panjang sumbu mayor 2a dan

panjang sumbu minor 2b seperti pada Gambar 5.4. Dalam hal ini, |PL| = |z — h|
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dan |PM| = |y — k|. Sehingga Persamaan 5.5 menjadi

(x—h)?  (y—k)
St =1 (5.6)
AY A
- P(xy)
/ |
A r” »
ARSI Fmb M JAT
, — B
X < > X
C
Y
Y'v

Gambar 5.4: Tlustrasi elips tak standar jenis pertama

Jenis kedua elips tak standar yaitu jika sumbu mayornya sejajar dengan sumbu
y dan sumbu minornya sejajar dengan sumbu z, lalu titik pusat elips yaitu (h, k),

seperti pada Gambar 5.5. Persamaan elips untuk jenis ini adalah

(z—h)?*  (y—k)?
72 + o 1, a>hb.
major axis
A
A
M P(x.y)
B’ B . .
« c L > MINor axis

Ar

¥

Gambar 5.5: Elips tak standar jenis kedua
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Berdasarkan Gambar 5.6, diperoleh

PLE | PMP
2 b2 -
kP = hP |
2 b2 -
R (- k)
7 + o =1 (5.7)

Perhatikan bahwa baik elips tak standar jenis pertama maupun elips tak stan-
dar jenis kedua, persamaannya tidak mengandung variabel zy. Dalam hal ini, per-

samaannya memiliki bentuk az? + by? + 29z + 2fy + ¢ = 0.

M—aP(x,y)

A

»
’ o

L
N—f(h k)

A
Y

Gambar 5.6: Tlustrasi elips tak standar jenis kedua

Selanjutnya adalah elips tak standar jenis ketiga, yang dalam persamaannya
terdapat variabel zy. Misalkan garis [yx+miy+mn; = 0 dan garis myx —liy+ne =0
masing-masing adalah sumbu mayor dan sumbu minor seperti pada Gambar 5.7.

Perhatikan bahwa

|PM|* |PL]?
+ =1

a? b2 ’

dengan a adalah panjang sumbu semi mayor dan b adalah panjang sumbu semi
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minor. Sehingga persamaannya menjadi

PMP|PL
a? * ZH !
2 2
|miz—liy+na| [liz+miy+n |
\/m%—l-l% \/l%—i-m%
2 + =1
a b2
(miz — Ly +n2)*  (ha +myy +nq)? 1
a?(m? +13) b2 (13 +m?)
(myx — 112y +ng)? N (I +myy +ny)? R
a b2

Dalam hal ini, v*> = a?(1 — ¢?). Panjang sumbu mayornya adaah 2a, sedangkan
panjang sumbu minornya adalah 2b. Titik pusat persamaan elips ini adalah titik
potong persamaan sumbu mayor dan sumbu minor. Karena persamaan garis sumbu
mayor adalah l;x +myiy 4+ n; = 0 dan persamaan garis sumbu minor adalah m,x —

lyy + ny = 0, maka

T B Y B 1

ming +lhny  mung —noly  —(12 +m?)’

Sehingga titik pusatnya adalah

O = —(mang +hiny) (ngly — myny)
B4+m? 7 +m? '

Misalkan titik fokusnya dinyatakan dalam (c«, ), maka jaraknya dari sumbu minor

adalah ae

(mia — 118 + na)

= *ae, (5.8)
dan jarak titik («, 8) ke sumbu mayor adalah nol
[
1+ mlﬁ +n1 —0. (59>

VI3 +m?

Dengan menyelesaikan solusi Persamaan 5.8 dan Persamaan 5.9 untuk « dan 5, maka
diperolehlah titik fokus S dan S’. Selanjutnya adalah garis direktrik. Misalkan (z, y)

adalah sebarang titik pada garis direktrik, maka jarak titiknya dari sumbu minor
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selalu a/e. Oleh karena itu, persamaan garis direktriknya adalah

(miz — Ly + ng) _ ig‘

VI +m? e
Dalam hal ini, persamaannya mengandung variabel zy yaitu memiliki bentuk ax? 4

by? + 2hay + 29z + 2fy + ¢ = 0.

A ~ (\/,0
! i
ou <\ oo
W 2
< \ \‘x(\f
P“ {\‘(\:’\/ LS
v

Gambar 5.7: Tlustrasi elips tak standar jenis ketiga

Sebagai contoh, akan ditentukan persamaan sumbu mayor, persamaan sumbu
minor, titik pusat, titik fokus, dan garis direktrik dari persamaan elips 4(x — 3y +
2)2 4+ 9(3x + y + 1)* = 54. Perhatikan bahwa persamaan ini merupakan persamaan
elips tak standar jenis ketiga yang dapat dilukiskan oleh Geogebra seperti pada
Gambar 5.8. Perhatikan bahwa

4z —3y+2)°+93z +y+1)* =54
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Sehingga diperoleh

Persamaan sumbu minor, yaitu x — 3y + 2 = 0. Dengan panjang

zbzzﬁ
5

Persamaan sumbu mayor, yaitu 3z +y + 1 = 0. Dengan panjang

/2
2a =2 —7:3\/§
20 5

Titik pusat (—%, %), yang merupakan perpotongan sumbu minor dan sumbu

mayor.

Titik fokus.

Karena b = a?(1 — €?), maka

3 97
R G ey
5= 5l =€)
3.920
162
5.927 c
4 5
21 -==
€ 99
V5
e=—.
3

Misalkan («, 8) koordinat titik fokus, maka

a—38+2

/10 = *Fae
a—30+2 3\ /3| (V5
4] (5)

-3 2 3
i:if

V10 2
a—3ﬁ+2:ﬂ:@,
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dan
3a4+B+1=0.

Oleh karena itu,

V30 —10 10— 3v30 —v30 —10 3v30+10
(Oé, /8) = ) dan ) :
20 20 20 20

e Persamaan garis direktrik.

r-3y+2 _ 3\5
V149 o
x—3y+2:jﬁv§
I+9 10

3

10

\

Sumbu mayor

s~r1>‘e5r1ama
Garis direktrik pertama

—25__— 2
yjbu minor Titik fokus kedua

§

|_—Garis direktrik kedua

Gambar 5.8: Kurva 4(z — 3y + 2)? + 9(3z + y + 1) = 54 menggunakan Geogebra
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5.3 Kedudukan Titik dan Garis Terhadap Elips

Misal diberikan persamaan elips i—i%—g—z = 1. Untuk menentukan apakah titik (z1,y;)
1 2
terletak dalam kurva elips, tepat berada pada kurva elips, atau di luar kurva elips,

perlu dilakukan pengujian titik tersebut. Oleh karena itu, dibagi menjadi 3 kasus:

1. Titik terletak dalam kurva elips, jika

2 2
i
=+ 5 <1,
ki k3

2. Titik terletak pada kurva elips, jika

xQ 2
a0y
ki k3

3. Titik terletak di luar kurva elips, jika

2 2
N
-+ = > 1.
ki k3

Misal diberikan persamaan elips ﬁ—; + Z—j = 1 dan sebuah garis lurus dengan

persamaan y = mx + ¢. Dengan melakukan proses substitusi diperoleh

2?2 (mz + c)?
St =1 (5.10)
(a®*m? + b*)2® + 2mea’z + *a® — a*b* = 0, (5.11)

yang merupakan persamaan kuadratik dari variabel z. Selanjutnya untuk menentu-
kan apakah garis lurus tersebut memotong kurva di dua titik berbeda, menyinggung

kurva, atau tidak menyentuh kurva, dapat periksa dari diskriminan Persamaan 5.11.

D = 4m2cta* — 4(a®m? + b*)(*a® — a*b?)
D = —4a*b*c® + 4a*b*m? + 4a°b*
D = 4(a*V?)(—c* + a®m?* + b°).
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Sehingga dibagi menjadi 3 kasus, yaitu
1. Garis memotong kurva, jika

D >0
4(a*b*)(—c* + a*m? + b*) > 0

a*m? + b > .
2. Garis menyinggung kurva, jika

D=0
4(a®b*)(—c* + a*m® + b*) = 0

& = a*m? + b2
3. Garis tidak menyentuh kurva, jika

D <0
4(a*b*)(—c* + a*m? + b*) < 0

a’m? + b < 2.

Garis y = mx + ¢ menyinggung kurva elips z—i + z—j = 1jika ¢® = a?m?+1? atau

¢ = tva*m? 4 b2. Oleh karena itu, garis singgung kurva elips f;—z + ?;—j = 1 adalah
y =mzx +Va*m? 4+ b2,V meR.

Hal ini berarti ¢ < —b atau ¢ > b. Jika gradien garis m diketahui, maka nilai
c tersebut dapat segera ditentukan. Jika gradien garis menuju tak hingga, yaitu

lim m = IlciH(l] %, maka garis singgungnya adalah
m—00 —

1
y = lim (E + —va? + b2k2>
k—0 k‘ k‘
O=x*+a

r = +a,

yang merupakan garis vertikal.
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Jika diketahui titik pada kurva elips, maka garis singgung kurva yang mela-

lui titik tersebut juga mudah diperoleh. Misalkan koordinat titik tersebut adalah
(z1,91)-

1. Jika persamaan elipsnya adalah fL—; + %)’—2 = 1, maka persamaan garis singgung-

nya adalah =3 + %4 = 1.

2. Jika persamaan elipsnya adalah gg—j + z—z = 1, maka persamaan garis singgung-
nya adalah %3+ + 4L = 1.

3 = 1, maka persamaan garis

3. Jika persamaan elipsnya adalah (x;h)Q + (ygzk -

singgungnya adalah (”U_hl(fl_h) + (y_k)b(gﬂ_k) =1.
: : (z=h)* | (y=k)*> _ :
4. Jika persamaan elipsnya adalah =5~ + **-5~ = 1, maka persamaan garis

singgungnya adalah (z*h)b(f“h) + (y’k)a(fl*k) =1.

5.4 Latihan

1. Sketsalah kurva 922 + 25y% = 225!

2. Buatlah kurva %2 + 2% = 1 menggunakan Geogebra, lalu tentukan titik fokus-

nya!

3. Tentukan persamaan elips jika titik puncaknya di (0, —8) dan (0, 8), dan jika
diketahui titik-titik ujung sumbu minornya di (—3,0) dan (3,0)!

4. Tentukan persamaan elips dengan pusat (0,0), dan diketahui salah satu titik
puncaknya (0, 13), dan salah satu titik fokusnya (0, 12)!

5. Sketsalah kurva 3z% + 5y* — 6z + 20y + 8 = 0!

6. Tentukan persamaan elips jika diketahui memiliki titik pusat (2,4) dengan

panjang sumbu mayornya adalah 4 dan panjang sumbu minornya adalah 3!

7. Tentukan persamaan elips jika diketahui titik ujung sumbu minor di (-2, 8)
dan (—2,—16) dan salah satu fokusnya adalah (3, —4)!

8. Tentukan panjang segmen garis yang menghubungkan dua titik fokus pada
elips 4(x — 3y + 2)* + 9(3z + y + 1)* = 54!
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10.

11.

12.

13.

14.

. Tentukan jarak antara dua garis direktrik dari persamaan elips 222 + 4y? +

4ry — 8 = 0!

Tentukan titik pusat, titik fokus, dan persamaan garis direktrik dari persama-
an 5z2 + 5y + 6xy — 8 = 0!

Tentukan kedudukan titik (4, —3) terhadap persamaan elips 5z% + Ty* = 140!

Tentukan nilai o sedemikian sehingga titik P(«, —«) berada di dalam kurva

elips %+% =1!

Tentukan konstanta A\ sedemikian sehingga garis 3x — 4y + A = 0 memotong
kurva 2 + % = 1 di dua titik berbedal!

Tentukan persamaan garis singgung elips 922 + 2y? — 18z + 4y — 7 = 0 yang
melalui titik (0,2)! Lalu gambarlah menggunakan Geogebral
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BAB 6
Hiperbola

Pada Bab 6 ini, diketahui bahwa ada suatu kurva yang didefinisikan sebagai titik-
titik yang rasio antara jarak dengan titik tetap (fokus) dan jarak dengan garis tetap
(garis direktrik) adalah e > 1. Tentu kurva ini berbeda dengan kurva elips yang
dibahas pada Bab 5 (dengan perbandingan e < 1). Kurva yang dibahas dalam bab
ini adalah hiperbola yang didefinisikan sebagai tempat kedudukan titik-titik yang
bergerak dalam bidang sehingga rasio antara jarak dari titik fokus dan jarak dari

garis direktrik selalu konstan, yaitu e > 1.

Directrix

(@0) S(ae,0)

Directrix

x=-ale

Gambar 6.1: Hiperbola standar jenis ke 1

Misalkan S adalah titik fokus dan ZM adalah garis direktrik hiperbola. Lalu
gambarlah SZ | ZM, sehingga seperti pada Gambar 6.1. Misalkan A dan A’

o6



masing-masing adalah titik internal dan titik eksternal. Maka

1SA| = e|AZ| (6.1)
ISA'| = e|A'Z). (6.2)

Jelas bahwa A dan A" akan terletak pada kurva hiperbola. Misalkan |AA’| = 2a dan
ambil titik tengah dari segmen garis AA’ sebagai titik asal.

S |CA = |CA| = a.

Misalkan P(z,y) adalah sebarang titik pada hiperbola dan C'A terletak pada sum-
bu z, garis yang tegak lurus dengan C'A di titik C' adalah sumbu y. Kemudian

Persamaan 6.1 dan Persamaan 6.2 dijumlahkan menghasilkan

|SA| + |SA'| = e(|AZ| + |A'Z])
|ICS| — |CA| + |CS|+ |CA'| = e(|AA"]) (.|CA| =|CA|)
2|CS| = e(2a)
|C'S| = ae.

Sehingga, titik fokusnya adalah (ae,0). Jika dilakukan operasi pengurangan pada

Persamaan 6.1 dan Persamaan 6.2, diperoleh

|SAT| = |SA| = e(|A'Z] — |AZ])
[AA"| = e(|CAT +|CZ]) = (ICA] = |CZ])]
2a = e(2|CZ])
|ICZ| = afe.

Dengan demikian persamaan garis direktrik M7 adalah garis © = a/e atau garis
x —a/e = 0. Perhatikan bahwa

a
re>1, - <a.
e
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Lalu gambarlah PM | M Z. Berdasarkan definisi bahwa 5P e, diperoleh

1PM]

|SP|? = *|PM|?
(z —ae)® + (y—0)* = 2( —9)2
y—0) =e (x .
(z — ae)® +y* = (ex — a)?

2

2+ a’e® — 2aex + y* = e*x? — 2aex + a?

23 — 1) —y?* = d*(e* — 1)

2 2
@
a’>  a’(e?—1)
PR
——==1 6.3
a? b ’ (6:3)

dengan b* = a?*(e? — 1). Persamaan hiperbola 6.3 berpusat di titik asal O(0,0).
Titik-titik fokus dan garis-garis direktriknya masing-masing adalah titik (+ae,0)

dan garis x = £2.
&

Berdasarkan Gambar 6.1, sumbu x disebut sumbu transversal (transverse axis)
dari hiperbola standar jenis pertama dan sumbu y disebut sumbu sekawannya (con-
jugate azes). Dalam hal ini, titik fokus (S dan S”), titik puncak (A dan A’), dan titik
pusat C' dari hiperbola terletak pada sumbu transversal. Untuk hiperbola dengan
Persamaan 6.3, jarak antar kedua titik puncak (atau panjang sumbu transversal)
adalah 2a dan panjang sumbu sekawannya adalah 2b. Jika sumbu y sebagai sumbu
transversal dan sumbu y sebagai sumbu sekawannya, maka persamaan hiperbola

v a2

menjadi £ — 95 = 1, yang merupakan persamaan hiperbola standar jenis kedua.

6.1 Definisi Kedua Dari Hiperbola

Hiperbola adalah himpunan semua titik (z, y) pada bidang sedemikian hingga selisih
jarak titik (z,y) terhadap dua titik tertentu (titik fokus S; dan titik fokus S;) adalah
konstanta 2a. Perhatikan Gambar 6.2, bahwa

1S, P| = e|PM| :e<h—g> —¢h—a
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=
-

P(h.k)

'y
o
=
)
M~
7

> X
o @0 S, (ae,0)

¥ Y Y
x=—ale x=ale

Gambar 6.2: ITlustrasi definisi kedua hiperbola standar

dan
|SoP| = e|PM'| =e (E + h> =eh + a.
e

Oleh karena itu, selisih antara |S; P| dan |5y P| adalah 2a, yang merupakan panjang
sumbu transversal. Jika 2a < |S1S3| = 2ae, maka terbentuklah hiperbola. Jika
selisih antara | Sy P| dan |SaP| adalah |S;.S5|, maka terbentuklah gabungan dua rays
seperti pada Gambar 6.3. Namun jika selisih antara |S;P| dan |SyP| lebih besar
dari |S15,|, maka tidak ada kurva yang terbentuk karena melanggar ketidaksamaan

segitiga.

2 1

Gambar 6.3: Ilustrasi rays yang terpotong

6.2 Persamaan Hiperbola Sekawan

Untuk suatu hiperbola H, ada hiperbola C' yang sumbu transversalnya adalah sumbu
sekawan dari hiperbola H dan sumbu sekawannya adalah sumbu transversal dari H.

Jika diketahui persamaan hiperbola

Geometri Analitik 59 Nanda Arista Rizki, M.Si.



maka persamaan hiperbola sekawannya adalah

.]32 y2

Ilustrasi hiperbola sekawan dapat dilihat pada Gambar 6.4. Adapun sifat-sifat dari

hiperbola sekawan adalah sebagai berikut

1. keeksentrikan hiperbola sekawan adalah e; = /1 + (‘;—2)
2. titik fokus terletak pada (0, £bes).

3. sumbu transversalnya adalah x = 0 dengan panjang 2b.

4. jika keeksentrikan suatu hiperbola adalah e; = /1 + (Z—z) dan keeksentrikan
hiperbola sekawan adalah e; = /1 + (‘;—;), maka berlaku
b? a?

= 1.

+ 5= +
e2 el a?+b a4+ b?

ya Transverse
axis

S, |(o, be,) /

I

©ob) g

i [ > Conjugate
_ lae,0) /\ (2.0) axis > X
< Sg\n\/ (a0) C|00) \A / S,(ae, ,0)

< = >

(O, -b)

E S, |, ve) \Li

v

Gambar 6.4: Ilustrasi hiperbola sekawan
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6.3 Persamaan Tak Standar

Persamaan hiperbola tak standar pertama adalah persamaan yang memiliki titik
pusat («, 5) adalah

(z—a)? (y—p)* _

p 72 1.

Sumbu transversal persamaan ini adalah y = [ dengan panjang 2a, sedangkan
sumbu sekawannya adalah x = o dengan panjang 2b. Persamaan ini memiliki titik-
titik fokus (« & ae, B) dan titik-titik ujung (o + a, ).

Yl

Gambar 6.5: Tlustrasi hiperbola tak standar

Selanjutnya adalah persamaan hiperbola tak standar, yang kedua sumbunya
baik sumbu transversal maupun sumbu sekawan tidak sejajar dengan sumbu koor-

dinat kartesius. Misalkan

hoe+my+n =0 (6.4)
dan

mix — liy +no =0, (6.5)

adalah dua garis lurus yang saling tegak lurus. Perhatikan Gambar 6.5. Misalkan
Persamaan 6.4 sebagai sumbu transversal dengan panjang |AA’| = 2a dan Persa-

maan 6.5 sebagai sumbu sekawan dengan panjang |BB’| = 2b. Maka persamaan
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hiperbola yang diberikan adalah

|PLI>  |PM?
2 L
2 2
miz—liy+ng hzt+miy+ng
< \/m%—kl% > ( \/l%+m% )
a? B b? =1
(miz — Ly +ng)*  (he+my+m)® .

o (vmi+B) o (VEEm)

Adapun sifat-sifat untuk persamaan hiperbola ini adalah

1. titik pusat.
Titik pusat persamaan hiperbola ini adalah titik potong antara garis ljz +

myy + nqp = 0 dan garis myx — Ly + ng = 0.

2. garis direktrik.
Jika (z,y) adalah sebarang titik pada garis direktrik, maka jarak dari sumbu
sekawan miz — liy + ne = 0 adalah 2. Oleh karena itu, persamaan garis
direktriknya adalah

mix — Ly +ny j:g

3. titik pusat.

Titik pusatnya dapat diperoleh dengan menyelesaikan persamaan

Lhax+muy+mn =0 (6.6)

dan pasangan persamaan yang disebut Latera Recta

mix — liy + ny

vmi+ 1

Adapun panjang jarak antar setiap Latera Recta adalah %

= +taqe. (67)

Perhatikan bahwa persamaan tak standar kedua ini memiliki bentuk az? + by? +
2hay + 29z + 2fy + ¢ = 0, dengan h # 0 dan h? — ab > 0. Jika h = 0, maka sumbu
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transversal dan sumbu sekawan hiperbola akan sejajar dengan sumbu koordinat

kartesius.

Misal akan ditunjukkan bahwa salah satu Latera Recta dari persamaan hiper-
bola

(102 — 5)* + (10y — 2)* = 9(3x + 4y — 7)*
adalah 30z + 40y — 23 = 0. Pertama jabarkan persamaan hiperbolanya,

(102 — 5)* + (10y — 2)* = 9(3z + 4y — 7)*

——12+ 1\ 9 (Ba+dy -7\’
T3 Y75) "1 5 ‘

Sehingga diperoleh titik fokus (%, %), keeksentrikan e = %, dan garis direktrik 3x +

4y —T7 = 0. Karena persamaan Latera Recta hiperbola sejajar dengan garis direktrik

11

maka persamaannya memiliki bentuk 3z + 4y + A = 0 dan melalui titik (5, 5) maka

1 1
3-244-24+A=0
2 T
23

A=
10

Oleh karena itu diperoleh persamaan Latera Recta

23
31+4y—E:0

30z + 40y — 23 = 0.

Pandang persamaan hiperbola F' = 22 — 3xy + y? + 10x — 10y + 21 = 0. Titik

pusat dapat diperoleh dengan menyelesaikan solusi persamaan

oF
— =2xr—3y+10=0
ox

dan
F
6’—:—3:10—|—2y—10:0.
dy

Geometri Analitik 63 Nanda Arista Rizki, M.Si.



Sehingga diperoleh titik pusat (—2,2). Lalu geser titik asal ke titik pusat (—2,2)

dengan mensubstitusi
r=2'+(-2)dany =y +2

atau dengan kata lain, mensubstitusi variabel x menjadi x —2 dan variabel y menjadi

y + 2. Sehingga persamaan hiperbola dengan titik pusat di titik asal O(0,0) adalah

(-2 =3z —-2)(y+2)+ (y+2)2*+10(x —2) —10(y +2) +21 =0
2 +y* —3xy+1=0. (6.8)

Misalkan sumbu transversal dan sumbu sekawan dirotasi dengan sudut 6, maka

tan 20 = 2h
a_—3b
tan 20 = F
20 = g
0= i 45°.

Adapun penerapan konsep rotasi sumbu transversal dan sumbu sekawan dirotasi
dengan sudut 6 dapat dilihat pada Tabel 6.1.

Tabel 6.1: Konsep Rotasi dengan Sudut 6 = 45°

T )
x' cosf  sinf
y  —sinf cosf

Sehingga diperoleh koordinat yang baru

x’:x_ydany’:

V2

r+y

7
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Maka Persamaan 6.8 menjadi

() () (&) () e

2+ yP —2ry+yt + a2’ + 20y +3y° — 32 +2=0

52 — 2 +2=0

:L‘2—5y2:2
2 2
@y
2 2/5
y2
Va5

Panjang sumbu mayornya adalah 2a = 2v/2 dan panjang sumbu minornya adalah

2b = 2\/g . Nilai keeksentrikannya adalah

b = a*(e®* — 1)
2
Z=2*-1
= =2(e - 1)
=0
D

6
e=1/=.

5

Persamaan sumbu transversalnya adalah

(y—2) =1Lz +2)
r—y+4=0.

Persamaan sumbu sekawannya adalah

(y—2)=-1Uz+2)
x4y =0.
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Titik puncak diperoleh dari

T+ 2 y— 2
cos 45° sin 45° \/_

r=—-l,y=3danx=-3,y=1

maka titik puncaknya (—1,3) dan (—3,1). Selanjutnya titik fokus dari persamaan
2% — 3xy + y? + 10z — 10y + 21 = 0, yang diperoleh dari

2 —2 12

cos45°  sin45° V5 5

maka titik fokusnya adalah

(—2+\/§,2+\/§> dan (-2—\/?2_\/9.

Persamaan garis direktrik diperoleh dari

Tty a
V2 e

a
$+y:i\/_g

:c+y:j:\/§-\/§-\/§

5
x+y—j:2\/%.

Panjang antar Latera Recta adalah 4a = 4/2 satuan.

6.4 Kedudukan Titik dan Garis Terhadap Hiper-
bola

Pandang persamaan hiperbola 2—2 — Z—j = 1. Untuk menentukan apakah suatu titik

P(z1,y1) terletak di luar hiperbola (ke arah titik fokus), terletak pada hiperbola,

atau terletak di dalam hiperbola (ke arah titik pusat) dapat ditentukan dengan
vi

2
. . . T
melihat nilai 5
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1. Titik terletak dalam kurva hiperbola, jika

2 2
T Y

2. Titik terletak pada kurva hiperbola, jika

2 2
Ty Y

a? b2

3. Titik terletak di luar kurva hiperbola, jika

2 2
Y
il i 1>0
Misal diberikan persamaan hiperbola
22 2
dan suatu garis
Yy =mz + c. (6.10)

Dengan mengeliminasi variabel y dari Persamaan 6.9 dan Persamaan 6.10, diperoleh

PO
b’2? — a*(max + ¢)* = a®b?
(a®*m? — b*)2® + 2mea’zs + a*(b* + ¢*) = 0. (6.11)

Kedudukan garis pada Persamaan 6.10 terhadap persamaan hiperbola 6.9, dapat
ditentukan berdasarkan nilai diskriminan Persamaan 6.11. Sehingga dibagi menjadi
3 kasus, yaitu

1. Garis memotong kurva, jika ¢ > a?m? — b.

2. Garis menyinggung kurva, jika ¢ = a?m? — b2.

3. Garis tidak menyentuh kurva, jika ¢ > a?*m? — b?.
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Maka suatu garis y = ma + ¢ dikatakan garis singgung hiperbola jika c? = a?m? — b?
atau ¢ = +va?m? — b%2. Sehingga diperoleh garis singgungnya yaitu y = max +

a?m? — b2.

Selanjutnya adalah garis singgung hiperbola yang melalui titik (x, ;). Ada-

pun bentuk persamaan garis singgungnya adalah sebagai berikut.

2 . .
4> =1, maka persamaan garis sing-

1. Jika diberikan persamaan hiperbola z—z -3

gungnya adalah £5t — %81 —

2. Jika diberikan persamaan hiperbola —i—z + ?;—; = 1, maka persamaan garis

singgungnya adalah —%5t + 241 = 1.

(z— h) _ (y=k)?
b2
L @=h (acl R (y— k)bgyl k) 1

3. Jika diberikan persamaan hiperbola = 1, maka persamaan garis

singgungnya adala

4. Jika diberikan persamaan hiperbola 7(xa§h) + L= )2 = 1, maka persamaan

(a=hier=h) 4 (=k¥(n 0 _ L

garis singgungnya adalah —

Dalam hal ini, perlu diuji terlebih dahulu apakah titik (z1,y;) tersebut terletak pada

kurva hiperbola.

6.5 Latihan

—_

. Sketsalah kurva 25y% — 922 + 225 = 0!

2. Tentukan persamaan hiperbola yang memiliki titik-titik ujung (0, —2) dan
(0,2), dengan titik-titik fokusnya adalah (0,—4) dan (0,4)!

3. Tentukan panjang sumbu transversal dan titik-titik fokus untuk hiperbola se-
kawan dari 25y% — 922 + 225 = 0!

4. Tentukan titik pusat, titik-titik ujung dan titik-titik fokus dari persamaan
hiperbola 16x? — 9y* + 32z + 36y — 164 = 0!

5. Sketsalah persamaan hiperbola z2 — 3zy + 3% + 102 — 10y + 21 = 0!

6. Tentukan posisi titik (5, —4) terhadap hiperbola 922 — y? = 1!
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7. Tentukan persamaan garis singgung hiperbola oy

64 36 1 yang tegak lurus

dengan garis x — 2y + 3 = 0!
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BAB 7

Persamaan Parametrik

Penggambaran suatu kurva secara manual biasanya dimulai dari satu titik. Lalu titik
awal tersebut dikumpulkan dengan tak hingga titik lainnya dalam lintasan kurva.
Sebagai elemen koordinat, posisi absis dan posisi ordinat suatu titik masing-masing
dapat dinyatakan sebagai fungsi waktu t. Diasumsikan kedua fungsi tersebut adalah
kontinu dalam interval /. Dalam hal ini, variabel ¢ disebut parameter. Pandang

fungsi-fungsi dalam parameter ¢ berikut.

Setiap nilai ¢ mendefinisikan titik (z,y) = (f(¢),g(t)). Koleksi semua titik dari
domain ¢ yang mungkin adalah grafik persamaan-persamaan parametrik dan disebut

kurva parametrik.
Misal diberikan persamaan parameter

z(t) =2t +1
y<t) = t2 - ]-)

untuk 0 < ¢ < 3. Perhatikan bahwa ¢ merupakan parameter dari fungsi x(t) dan
y(t). Maka berdasarkan domain ¢, dapat diperoleh koleksi titik (x,y) seperti pada
Tabel 7.1. Semakin banyak nilai ¢ yang dihitung, maka semakin banyak pula pa-

sangan absis dan ordinat untuk titik yang digambarkan. Lalu dengan menggunakan
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Geogebra diperoleh kurva parametrik seperti pada Gambar 7.1.

Tabel 7.1: Perhitungan Titik-titik Berdasarkan Parameter ¢

t = vy
0 1 -1
1 3 0
2 5 3
3 7 8

- il 8 *
a=Curve((2t+1,1*-1).1.0,3) " 7
@)
= (2t+1,22-1), (0<t<3)
! &
+ Input...
5
4
3
2
#
1 —
Q
T 1 2 3 4 5 B 7 B 9
—/ S
F =1 r.'|
= !

Gambar 7.1: Menggambar kurva parametrik menggunakan Geogebra

Selain menggunakan perhitungan tabel, metode lainnya untuk menggambar-
kan kurva parametrik adalah dengan mencari hubungan antara variabel x dan vari-

abel y. Misal diberikan persamaan parameter
x(t) =2t —4
y(t) = 4t* +1,
untuk —1 <t < 2. Perhatikan bahwa dari persamaan x = 2t — 4 diperoleh

Tr+4
t= .
2
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Sehingga

y=4t> +1

a:+42
=4 1
SIE

=(r+4)7°+1.

Maka kurva dari persamaan parameter tersebut adalah parabola (y — 1) = (z +4).
Karena —1 <t < 2, maka

—-1< t <2
—2< 2 <
—-6< 2t—4 <0
—6 < x < 0.

Misal diberikan fungsi

22/3 4 y2/3 — g2/3

yang merupakan kurva asteroid. Kurva ini dapat digambar melalui persamaan-

persamaan parametrik

Berdasarkan persamaan parameter tersebut, diperolehlah kurva asteroid seperti pa-

da Gambar 7.2.

Kurva parametrik dapat menggambar kurva yang unik, seperti kurva love yang

didefinisikan sebagai

r = 16sin®(¢)
y = 13 cos(t) — 5cos(2t) — 2 cos(3t) — cos(4t),

untuk 0 < ¢ < 27. Sehingga diperoleh kurva seperti pada Gambar 7.3. Selain kurva
love, banyak sekali kurva parametrik yang unik yang dapat dilihat pada [3].
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Gambar 7.2: Kurva asteroid dengan a =5

Gambar 7.3: Kurva love

Persamaaan-persamaan parametrik dapat juga menggambarkan kurva dalam

3 dimensi. Misalkan

x = sin(t)

y = cos(t)
t

2= —
47’

untuk ¢ € [0,127]. Maka kurva parametrik yang terbentuk seperti pada Gambar
7.4. Perhatikan bahwa proyeksi kurva tersebut pada bidang koordinat XOY akan

menghasilkan kurva lingkaran.
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Gambar 7.4: Kurva parametrik 3 dimensi

7.1 Panjang Kurva Parametrik

Perhatikan kembali persamaan parameter berikut

untuk @ < ¢t < b. Selanjutnya partisi pada interval [a,b] menjadi n sub-interval

dengan titik-titik ujung
a=ty <t <ta<---<t,=0.

Akibatnya, kurva dari persamaan parameter tersebut terpartisi oleh titik-titik Q)o,
@1, Q2, ..., Q,_1, dan Q,. Perhatikan Gambar 7.5. Panjang As; dapat diaproksi-

masi oleh

As; ~ Aw; = \/(Axi)Q + (Ay;)?
=V (ft:) = f(tic1))2 + (9(ti) — g(ti1))™

Berdasarkan Teorema Nilai Rata-rata untuk turunan, bahwa

() = fticn) -
bt f(t:)

f(t:) = fltima) = ['(E) AL
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Gambar 7.5: ITlustrasi partisi kurva parametrik

dan
o) — glti) -
AR Al VTS §
li —tia gt
g(t:i) — g(tir) = g' (&) At
Sehingga

Oleh karena itu, jumlah keseluruhannya menjadi

> = S [F@) + [o/6) At

Dengan demikian, jika banyaknya sub interval semakin besar (menuju tak hingga)

maka diperoleh panjang kurva yang diinginkan. Jadi,

s = / \/[fl(fi)}2 + [9'(@')}2 dt

&Y
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7.2 Garis Singgung Persamaan Parametrik

Diberikan persamaan-persamaan parametrik

untuk ¢ € I. Garis singgung (baik horisontal maupun vertikal) dari persamaan-
persamaan parametrik tersebut dapat ditemukan dengan menentukan dimana titik
stasioner tersebut. Posisi titik yang menjadi titik stationer dari garis singgung

horisontal dapat dicari dengan menyelesaikan

dy _

=0
dt ’

sedangkan titik stationer dari garis singgung vertikal dapat ditemukan dengan me-

nyelesaikan persamaan

dz
— =0.
dt

Misal diberikan persamaan-persamaan parametrik berikut

r=1t—3t
y=t*—3.

Garis singgung horisontal dapat ditemukan dengan menyelesaikan

dy
2 -0
dt
2% =0
t=0.

Artinya ketika ¢ = 0, maka posisi titik tersebut adalah titik stasioner untuk garis
singgung horisontal. Jika ¢ = 0, maka (0, —3) adalah titik yang dimaksud. Oleh

karena itu, garis singgung horisontalnya adalah y = —3. Selanjutnya adalah mene-
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mukan titik stationer dari garis singgung vertikal. Karena

dx

Z =0

dt
3t2-3=0

t=+1,

maka titik (—2,—2) dan titik (2, —2) masing-masing adalah titik stationer yang
dimaksud. Oleh karena itu, garis x = —2 dan garis x = 2 merupakan garis-garis
singgung vertikal dari persamaan-persamaan parametrik yang diberikan. Hal ini
sesuai dengan kurva yang dihasilkan oleh Geogebra pada Gambar 7.6.

x=-2 5 xX=2

2-

\K’uwa@ﬂrik /
1

Gambar 7.6: ITlustrasi garis singgung horisontal dan vertikal dari persamaan para-
metrik

Secara umum, gradien garis singung untuk persamaan-persamaan parametrik
adalah

d
dy _
der &’

Misal diberikan persamaan-persamaan parametrik berikut

x = tsin(t)
y = tcos(t).
Maka

dy % cos(t) — tsin(t)

de 2 sin(t) + tcos(t)’
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Ketika ¢ = 7, maka diperoleh titik (%,O). Lalu garis singgung di titik tersebut

memiliki gradien

Karena kurva parametrik dilalui titik (’—g, O), maka garis singgung di titik tersebut
adalah

7.3 Persamaan Parametrik Untuk Garis

Misalkan gradien garis dinyatakan sebagai m = z— Maka suatu garis y = mx + ¢

dapat dinyatakan sebagai persamaan-persamaan parametrik

T=o1+ x5t (7.1)
Y=y +Yys-t, (7.2)

Perhatikan bahwa berdasarkan Persamaan 7.1 dan Persamaan 7.2, diperoleh

T—T
t= !
T
t:y_yl'
Ys
Sehingga
t =
T — 2 :Z/—yl
T Ys
Ys
- = —\x =),
Yy—h 963( )
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dengan £ merupakan gradien garis tersebut. Oleh karena itu, persamaan-persamaan
S

parametrik suatu garis yang melalui titik A(xy,y1) dan B(zs,y2) adalah

T =2+ (%2 —l’l)t

y =1+ (g2 — )t
Misal diberikan persamaan garis y = —%x + 3. Diperoleh gradien m = % =
1 o _1 _ 1 o1 _ _ o . .

—5 = %5 = —5. Maka pilih z; = 2 dan y, = —1. Dalam hal ini, juga dapat
dipilih z;, = —2 dan y, = 1 atau kombinasi pasangan yang lainnya. Ambil titik
P sebagai titik awal. Berdasarkan garis y = —%x + 3, untuk y = 0 maka x = 6,
sehingga diperoleh titik P(6,0). Dalam hal ini, boleh memilih titik lain sebagai
titik awal. Lalu substitusikan nilai-nilai z; = 6, y; = 0, =y, = 2, dan y, = —1
ke persamaan-persamaan parameter untuk garis. Dengan demikian diperolehlah

persamaan-persamaan parameter berikut.

rT=x1+x5-t=06+42¢
Y=y +ys-t=—t.

Kurva parametrik untuk garis y = —%a: + 3 dapat dilihat Gambar 7.7.

(a) t € [-3,0] (b) t €[0,1] (c) t €[-3,1]

Gambar 7.7: Kurva parametrik garis y = —%x + 3 dengan domain ¢ yang berbeda
7.4 Persamaan Parametrik Untuk Irisan Kerucut

Kurva parametrik juga dapat menggambar semua fungsi implisit, terutama irisan ke-

rucut. Persamaan implisit lingkaran 2%+ 4% = r? dapat diubah menjadi persamaan-
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persamaan parametrik

x = rcos(t)

y = rsin(t),

untuk 0 < t < 27. Selanjutnya persamaan-persamaan parametrik dari persamaan
lingkaran 22 + y* + 29z + 2fy + ¢ = 0 didefinisikan sebagai

r = —g+rcos(t)
y=—f+rsin(t),

dengan r = 1/¢?> + f? — ¢ merupakan radius lingkaran. Kurva parametrik untuk

lingkaran dengan persamaan-persamaan parametrik

x =1+ 3cos(t)
y =2+ 3sin(t),

dapat dilihat pada Gambar 7.8.

J I

(a) t € [0,371/2] (b) t € [0,2n]

Gambar 7.8: Kurva parametrik dari persamaan lingkaran 2% +y? — 2o —4y —4 =0
Persamaan-persamaan parametrik untuk parabola y? = 4ax adalah

x = at?

Yy = 2at.
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Kemudian persamaan-persamaan parametrik untuk parabola 22 = —4ay adalah

T = 2at

Y= —at®.

Untuk parabola tak standar (y — h)? = 4a(x — k), persamaan-persamaan parame-

triknya adalah

r = h+at?
y =k + 2at.

Persamaan-persamaan parametrik untuk elips sangat mirip dengan lingkaran.
Jika panjang sumbu mayor adalah sama dengan panjang sumbu minor, maka suatu
elips dapat dikatakan lingkaran. Oleh karena itu, kurva persamaan elips z—i + 3{)’—2 =

dapat dibentuk dari persamaan-persamaan berikut

x = acos(t)

y = bsin(t).

Untuk elips (“73;—2’1)2 + (y;—f)Q = 1, maka persamaan-persamaan parametriknya adalah

xr = h+ acos(t)
y =k + bsin(t).

Persamaan-persamaan parametrik untuk hiperbola (I;—Qh)z — (y;—f)z = 1 adalah

sebagai berikut

x = h + acosh(t)
y = k + bsinh(t).

7.5 Latihan

1. Sketsalah kurva parametrik berdasarkan persamaan-persamaan parametrik
r=t*+tdany =2t — 1, dengan —1 <t < 1!
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2. Sketsalah kurva parametrik berdasarkan persamaan-persamaan parametrik
x = 2cos(t) dan y = sin(2t), untuk 0 < ¢ < 27!

3. Tentukan persamaan-persamaan parameterik untuk garis lurus yang melalui
titik A(—2,0) dan B(2,2)!

4. Tentukan persamaan semi-lingkaran jika diketahui persamaan-persamaan para-

2 r(llJ:tt;), untuk ¢ € (—1,1) dan r > 0!

metrik untuk lingkaran: x = dan y =

Clue: t = tan(0).
5. Tentukan persamaan-persamaan parametrik dari (z 4+ 1)? = 4(y — 1)!

6. Tentukan panjang kurva dari persamaan-persamaan parametrik z = 2 cos(t)
dan y = sin(t), untuk 0 < ¢ < 27!

7. Tentukan persamaan garis singgung dari persamaan-persamaan parametrik
x =1+ cos(t) dan y = 1 + 2sin(¢) di titik (1 + \/73, 2)!
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