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Kalkulus

o Kalkulus (Calculus) itu calculate atau menghitung
o Kalkulus merupakan studi tentang gerakan dan laju perubahan

o Kalkulus secara umum membahas tentang change (perubahan), yang
meliputi limit, kontinuitas, fungsi, diferensial, integrasi, dan lain lain.
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Sistem Bilangan Real

Himpunan dan Operasi-Operasi Elementernya
Sistem Bilangan Real
Sifat-Sifat Bilangan Real

Himpunan dan Operasi-Operasi Elementernya
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Sistem Bi

Himpunan adalah sekumpulan objek yang memiliki sifat keterkaitan antar
anggotanya. Sifat keterkaitan tersebut dinamakan sifat himpunan.

Himpunan dituliskan didalam tanda kurung kurawal. Setiap anggota suatu
himpunan disebut elemen (unsur) himpunan yang bersangkutan.

Suatu himpunan biasanya diberi nama dengan huruf besar. Sedangkan ang-
gotanya ditulis dengan huruf kecil.
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Sistem Bilangan Real

-Operasi Elementernya

Dalam himpunan dari 10 bilangan bulat positif yang pertama, maka % dan 14
tidak termasuk dalam himpunan tersebut.

Misalkan C adalah himpunan bilangan real x dimana 0 < x < 1, maka %
adalah elemen himpunan C dan ditulis % eC.

Secara umum, ¢ € C artinya c adalah suatu elemen (anggota) dari himpunan

C. Namun jika ¢ bukan merupakan anggota dari himpunan C, maka ditulis
cé¢C.
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Sistem Bilangan Real

Himpunan dan Operasi-Operasi Elementernya

Jika setiap elemen dari himpunan C; juga merupakan elemen dari himpunan
C,, maka C; disebut subset (himpunan bagian) dari C;, dan ditulis C; C C,.

Contohnya, A = {1,2,3} dan B = {0, 1,2, 3}.
Jelas bahwa A C B.
Contoh lainnya,

Cc={1,2,3}

ditulis C C A.

Ingat bahwa jika C; C C, dan C, C Cj, maka kedua himpunan tersebut
memiliki elemen-elemen yang sama, ditulis C; = C.
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Sistem Bilangan Real

erasi Elementernya

Contoh Soal

Buatlah hubungan antara dua himpunan berikut:
1. A={1,2,3,...,100} dan B = {3,6,9,12,...,99}
2. G={(mn)lm+n=4m=1,2,3;n=1,2,3} dan
H={(a,b)la=1,2,3;b=1,2,3).
Catatan: (a, b) adalah pasangan bilangan real.

3. M = {Samsung Galaxy S9, Samsung Galaxy Note 8,
Samsung Galaxy A8, iPhone 8, iPhone X}, dan
N = {Produk-produk Samsung dan Apple}.
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Sistem Bilangan Real

Himpunan dan Operasi-Operasi Elementernya

Sifat-Sifat

Jika ada elemen-elemen himpunan C; yang juga merupakan elemen-elemen
himpunan C,, maka elemen-elemen yang sama tersebut dinamakan himpunan
irisan dan ditulis C; N C,.

Namun jika elemen-elemen C; merupakan elemen dari himpunan C; atau
C,, maka Cs disebut himpunan gabungan dan ditulis C3 = C; U C».

Contohnya, A = {1,2,3,4,5}, B={0,1,2,8}, makaA N B = {1,2} adalah
irisan dari himpunan A dan B. Sedangkan A U B = {0, 1,2,3,4,5,8} adalah
gabungan dari himpunan A dan B.
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Sistem Bilangan Real

Himpunan dan Operasi-Operasi Elementernya

Jika suatu himpunan C tidak memiliki elemen, maka C disebut himpunan
kosong dan ditulis C = (). Himpunan kosong juga bisa ditulis dengan {}.
Perlu diingat juga bahwa himpunan kosong () merupakan subset dari semua
himpunan. Himpunan gabungan dari semua himpunan disebut himpunan se-
mesta . Jelas bahwa () C Q.

Himpunan komplemen adalah himpunan yang elemen-elemennya tidak ada di
himpunan tersebut namun ada di himpunan semestanya. Misalkan C adalah
himpunan, maka komplemennya adalah C°.
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Sistem Bilangan Real

n Operasi-Operasi Elementernya

Dalam teori himpunan, dikenal juga hukum DeMorgan. Misal C; dan C;
adalah dua himpunan, maka berlaku:

(CiNG) =Cluc (H
(CLUG) = CNCS )

Jika C; N C; = (), maka C; dan C, saling lepas.

Misalkan C; adalah himpunan lain, maka berlaku hukum distributif:

i N (Cg U C3) :(C1 N Cz) U (C1 N C3)
Ciu (Cz N C3) :(Cl U Cz) n (C1 U C3).
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Sistem Bi

Hubungan antar himpunan dapat direpresentasikan dalam diagram Venn. Misal-
kan A = {1,2,3,4} dan B = {3,4,5, 6} dengan 2 adalah bilangan bulat dari
1 sampai 10.

(@) 9

10 7
A B

Gambar: Diagram venn
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Sistem Bilangan Real

Contoh Soal

4. Misalkan A adalah empat bilangan prima pertama dan B adalah faktor
prima dari 10, dengan himpunan semesta Q = {1,2,...,10}.
Tentukan:

a) ANB
b) AUB
c) ANB°
d) (AUB)
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Sistem Bilangan Real

Contoh Soal

5. Jelaskan penggunaan simbol-simbol matematika berikut:

oV
o 3
o !
e >
LIS
o C
o C
e N
o U
o R
o N
e 00




Sistem Bilangan Real

erasi Elementernya

Sistem Bilangan Real

Kalkulus itu berdasarkan sistem bilangan Real dan sifat-sifatnya.

Sistem bilangan yang perlu diketahui

@ Himpunan bilangan asli (natural) disimbolkan N.
N=1{1,2,3,4,...}

@ Himpunan bilangan bulat (integer) disimbolkan Z.
z={..,-2,—-1,0,1,2,...}

© Himpunan bilangan rasional disimbolkan Q.
Contohnya: 2,1/2,—11/22,22/7, ...

@ Himpunan bilangan real disimbolkan R.
Contohnya: 0,v/3,vV4,v/5, 7,27, . ..

Nanda Arista Rizki, M.Si. Kalkulus Elementer 17/359



Sistem Bilangan Real

Himpunan dan Operasi-Operasi Elementernya
Sistem Bilangan Real
Sifat-Sifat Bilangan Real




Sistem Bilangan Real

Bilangan real adalah penyempurnaan dari bilangan rasional. Bilangan rasio-
nal adalah bilangan-bilangan yang dapat dituliskan dalam bentuk pecahan

m

)
n

dengan m,n € Z dan n # 0. Bilangan rasional mempunyai bentuk desimal
yang berulang atau bentuk desimal yang berhenti. Contohnya:

% =0, 66666666 ... % = 0,375.
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Sistem Bilangan Real

Himpunan dan Operasi-Operasi Elementernya
Sistem B
Sifat-Sife

Contoh Soal

6. Tunjukkan bahwa 0, 66666666 . .. adalah bilangan rasional!
Jawab:




Sistem Bilangan Real

i-Operasi Elementernya

Contoh Soal

6. Tunjukkan bahwa 0, 66666666 . .. adalah bilangan rasional!
Jawab:

Misal x = 0, 66666666 . . ., maka

10x =6, 66666666 . . .
10x =6 + 0, 66666666 . . .

10x =6 + x
9x =6
2
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Sistem Bilangan Real

Himpunan dan Operasi-Operasi Elementernya
Sistem Bilan, al
Sifat-Sifat Bilangan Real

Contoh Soal

7. Apakah bilangan-bilangan berikut adalah rasional?

@ 0,123123123...

@ 4,5678

@ 8,880880881...

Q 5,112233445...

Q@ V2 =1,4142135623...
Q 7 =3,1415926535...
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Sistem Bilangan Real

Kerapatan Bil. Real

Setiap 2 bil. Real, selalu ada bil. Real lain yang berada di antaranya. Misal-
kan a,b € R dan x; (a+b) ,maka a < x; < b atau dapat ditulis x; € (a,b).

Faktanya x; € R, maka d1 antara a dan x; juga terdapat bilangan x, = @
yang juga bil. Real.

Gambar: Ilustrasi
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Sistem Bi

Garis Bilangan

Terdapat korespondensi satu-satu antara R dan garis lurus, bahwa setiap bi-
langan Real dapat digambarkan sebagai titik pada garis dan setiap titik dapat
dinyatakan oleh bilangan Real.

Bilangan Real bisa digambarkan secara geometri melalui garis bilangan.
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Sistem Bilangan Real

Interval (selang)

Suatu ruas garis pada garis bilangan dinamakan selang hingga. Suatu selang
hingga mempunyai batas atas dan batas bawah. Selang tak hingga hanya
diperoleh dalam kasus garis yang tak tebatas.

Selang yang tidak memuat titik batasnya dinamakan selang buka dan yang
memuat semua titik batasnya dinamakan selang tutup.
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Sistem Bilang

Himpunan dan Operasi-Operasi Elementernya

Set Notation

Interval Notation Graph

-

ra < x < b

(a, b)
la. b]

[a, b)

(a. b]




Sistem Bilang

Himpunan dan Operasi-Operasi Elementernya

Set Notation Interval Notation Graph
[x:x = b) (—o0 . b] —
b
[x:x < b} (=00, b) —
b
{x:% = al [a. o) —_—
i
[x:x = a) (a, o0) _—
a




Sistem Bilangan Real

Contoh soal

8. Tentukan himpunan penyelesaian ketidaksamaan berikut dan nyatakan
dalam notasi selang!
a) 2x—5<4x-3
b) —2<4x—3<9
) 2x—4<6—-Tx<3x+6
d) 4> —5x—6<0.
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Sistem Bilangan Real

Himpunan dan Operasi-Operasi Elementernya

Pertidaksamaan

Aksioma urutan

Pada R terdapat himpunan P C R yang memenubhi:
1. Jika a € R, maka atau a = 0, atau ¢ € P, atau —a € P.
2. Jikaa,b € P,makaa+ b € Pdanab € P.

Dalam hal ini P adalah himpunan bilangan positif.
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Sistem Bi

Secara umum, jika x < y dengan x,y € R. Maka y — x adalah bilangan positif
atau ditulis y — x > 0. Dalam hal ini, x < y artinya sama dengan y > x.

Contohnya 1 < 2, maka2 — 1 =1 > 0. Oleh karena itu pada garis bilangan
real, angka 1 berada disebelah kiri angka 2.
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Sistem Bilangan Real

Teorema
Misalkan a, b, c € R,

@ pasti berlaku salah satu berikut:

ea<b
ea=>b
e a>b.

Q jikaa < bdan b < ¢, maka a < c (sifat transitif).
@ a <c& a+ b <c+ b(tidak memperhatikan nilai b).

Qa>0b<c&ab<ac
a<0,b<csab>ac.

@ Jika0<a<bdan0 < ¢ < d, maka ac < bd.

Qo Jika0<a<bataua<b<0,makai>%.
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Sistem Bilangan Real

Nilai Mutlak

Misalkan x € R. Harga mutlak dari x, ditulis
x| = -x, x<0
Tl x, x>0

Contohnya | — 1| =1, |2| = 2, |0] = 0.

Arti geometri dari |x| adalah jarak x ke O pada garis real R. Perlu diingat
bahwa jarak dari x ke y pada garis bilangan adalah |x — y|.
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Sistem Bilangan Real

erasi-Operasi Elementernya

Misalkan a, b € R, maka

1. Va2 =|d|

2. untuk ¢ > 0,

° \a|§c<::>—c§a§c<:>az§c2

o la|>ceoa>catana< —csad* >
. |ab| = |al[b]
el =1

1ol
|a + b| < |a| + |b| (ketidaksamaan segitiga)
|a — b| > ||la| — |b|| (ketidaksamaan segitiga)

o vmoB W
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Sistem Bilangan Real

Himpunan dan Operasi-Operasi Elementernya

Contoh Soal

9. Misalkan x € R. Berapakah nilai dari |x — 2|?
Jawab:




Sistem Bilangan Real

1si-Operasi Elementernya
al
Real

Contoh Soal

9. Misalkan x € R. Berapakah nilai dari |x — 2|?

Jawab:
A —(x=2), x=2)<0
8 2"{<x—2>, (x—2)>0
2—=x x<2
Tl x—2, x>2.
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Sistem Bilangan Real

Contoh Soal

9. Misalkan x € R. Berapakah nilai dari |x — 2|?

Jawab:

2| = —(x=2), x=2)<0
(X—Z), (X_Z)ZO

) 2-x x<2

Tl x—=2, x>2.
Sebagai ilustrasi, misal x = —%. Karena x < 2, maka
1 1 1
—==2|=2—-(—=)=2=
-3-2=2-(-3)=2;

atau [x —2| = | — 1 —2| = | - 23| =21
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Sistem Bilangan Real

Himpunan dan Operasi-Operasi Elementernya

Contoh Soal

10. Tentukan solusi dari pertidaksamaan |3x — 5| > 1!
Jawab:




Sistem Bilangan Real

Contoh Soal

10. Tentukan solusi dari pertidaksamaan |3x — 5| > 1!
Jawab:
Persamaan tersebut dapat ditulis menjadi

3x—5<-latau3x—5>1
3x <4atau3x > 6

4
x < gataule

Sehingga himpunan penyelesaiannya adalah gabungan dari dua interval
yaitu
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Sistem Bilangan Real

Himpunan dan Operasi-Operasi Elementernya

Contoh Soal

11. Misalkan € > 0. Tunjukkan bahwa

|x—2\<§<:>|5x—10|<5.

Jawab:




Sistem Bilangan Real

erasi-Operasi Elementernya
-l

Contoh Soal

11. Misalkan € > 0. Tunjukkan bahwa
|x —2| < g < [5x— 10| < e.

Jawab:

|x—2\<§<:>5|x—2|<5
s 5lk—2l<e
S 5(x—-2)<e
& [5x— 10| <e.
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Sistem Bilangan Real

Contoh Soal

12. Misalkan ¢ > 0. Tentukan bil. positif § sedemikian sehingga
x =3 <d=|ox— 18] <e.

Jawab:

Kalkulus Elementer



Sistem Bilangan Real

Contoh Soal

12. Misalkan ¢ > 0. Tentukan bil. positif § sedemikian sehingga
x =3 <d=|ox— 18] <e.

Jawab:

ox— 18| <e < [6(x—3)| <e
S6l(x—3) <e
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Sistem Bilangan Real

Contoh Soal

Tentukan nilai x jika:
13. x—2| < 3.
14, 2x+3] < |x—3|.

Jawab:

Himpunan dan Operasi-Operasi Elementernya




Sistem Bilangan Real

Contoh Soal

15. Tentukan bilangan positif § agar pernyataan berikut benar:
x—=2|<d=1|5x—10] < 1.

Jawab:
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Sistem Bilangan Real

Himpunan dan Operasi-Operasi Elementernya

Contoh Soal

16. Tentukan bilangan positif § agar pernyataan berikut benar:
|x —2| < § = |6x— 18] < 24.

Jawab:




Sistem Bilangan Real

1 Of i-Operasi Elementernya

eal

Contoh Soal

16. Tentukan bilangan positif § agar pernyataan berikut benar:
|x —2| < § = |6x— 18] < 24.

Jawab:

x—2| < d=|6x— 18] <24
x—2]<d=|x—-3] <4
d<x—2<d=>-4<x-3<4
—-0—1l<x—-3<did—-1=—-4<x-3<4

Maka haruslah —§ — 1 > —4 dand — 1 < 4, diperoleh < 3dan§ < 5. Oleh
karena itu pilih § < 3.
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Sistem Koordinat

Sistem Koord

linat Kartesius dan Koordinat Kutub

Sistem Koordinat

Titik dalam suatu bidang dapat diidentifikasi dengan pasangan terurut dari
bilangan-bilangan real. Bilangan-bilangan real tersebut diurutkan dalam garis
real, sehingga pasangan terurutnya terbentuk dari dua garis real. Biasanya,
dua garis real tersebut diposisikan untuk berpotongan di titik asal O.
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Sistem Koordinat

Sistem Koordinat Kartesius
Sistem Koordinat Kutub (Polar)
Hubungan antara Sistem Koordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

Misalkan dalam suatu bidang, terdapat titik (yang bernama) P yang diletak-
kan di pasangan (a,b). Dalam hal ini, a disebut koordinat x dari P dan b
disebut koordinat y dari P. Titik P disimbolkan dengan P(a, b).

4+ P(a, b)
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Sistem Koordinat

Sistem Koordinat Ka

Sistem K 1tut
Hubungan antara Sistem

ordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

Beberapa titik juga dapat dilabeli dengan koordinatnya seperti gambar berikut

3,,

o (L, 3)

Walaupun notasi yang digunakan sama dengan interval selang buka, namun

*(2,-4)

dapat dikenalinya dari konteks makna yang dimaksud.

Nanda Arista Ri
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Sistem Koordinat

Sistem Koordinat Ka

)
linat Kartesius dan Koordinat Kutub

Sistem koordinat tersebut dinamakan sistem koordinat Kartesius, yang di-
kenalkan oleh matematikawan Perancis bernama René Descartes (1596-1650).
Suatu bidang dalam sistem koordinat ini disebut bidang Kartesius yang di-
nyatakan oleh R2. Sumbu x dan sumbu y dalam sistem koordinat ini disebut
sumbu koordinat, dan dibagi menjadi 4 kuadran (yang dilabeli I, II, III, dan
V).
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Sistem Koordinat

Sistem Koordinat Kartesius
Sistem Koordinat Kutub (Polar)

Hubungan antara Sistem Koordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

Berikut skesa daerah yang didefinisikan oleh himpunan pasangan titik.

b4 y

L

{(x,y) | x =0} {(ey) | y=1} {, | |v] <1}

Kalkulus Elementer



Sistem Koordinat

Sistem Koo

Contoh Soal

Sketsalah daerah yang didefinisikan oleh:
L {(x,y)]—1<x<3}!

2. {(x,y)] —oo <y <3}

3. {ly)—1<x<3,-1<y<3}!

4. {(x,y)] —2<x+y<6}!

)
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Sistem Koordinat

Sistem Koordinat Kartesius
Sistem Koordinat Kutub (Polar)

Hubungan antara Sistem Koordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

Misalkan diberikan dua titik, yaitu Py (x,y;) dan Py(x;,y,). Maka jarak an-
tara dua titik tersebut adalah

|P1P>| = \/(xz —x1)% 4+ (2 =)
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Sistem Koordinat

Contoh Soal

Buatlah suatu koordinat kartesius, lalu tentukan jarak antara dua titik berikut:

i

5. A(0,0) dan B(4,5).

6. C(—3,—4) dan D(3,4).

7. E(2,—5) dan F(—5,2).

8. G(—6,—7) dan H(—8,—7).
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Sistem Koordinat

Sistem Koordinat Kartesius
at Kutub
Hubungan antara Sistem Koordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

Sistem Koordinat Kutub (Polar)

Sistem koordinat selanjutnya adalah sistem koordinat kutub, yang dikenalkan
oleh Newton. Dimulai dari memilih titik pole (atau asal) dalam bidang yang
dilabeli dengan O. Lalu menggambarnya dari titik O yang disebut polar axis.
Biasanya polar axis (sumbu kutub) digambar secara horisontal ke kanan.
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Sistem Koordinat

Sistem Koordinat Kartesius
Sistem Koordinat Kutub (Polar)

Hubungan antara Sistem Koordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

P(r,0)

polar axis x

Jika P adalah titik lain dalam bidang tersebut, r menyatakan jarak dari titik O
ke titik P, dan 6 adalah sudut antara sumbu kutub dan garis OP; Maka titik P
dinyatakan oleh pasangan terurut (r, §), dan disebut koordinat kutub dari P.
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Sistem Koordinat

Sistem Koordinat Kartesius
Sistem K it Kutub (Polar)

Hubungan antara Sistem Koordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

Sistem koordinat ini menggunakan sudut yang dapat diukur baik dalam satuan
derajat maupun radian (rad). Dalam hal ini,

7 rad = 180°.

Derajat | 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120°
Radian | O | /6 | w/4 | ®/3 | /2 | 27/3

Derajat | 135° | 150° | 180° | 270° | 360°
Radian | 37/4 | 57/6 | « | 37/2 | 2«
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Sistem Koordinat

t Kartesius
utub (Polar)
oordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

Biasanya ada kesepakatan bahwa suatu sudut itu positif jika diukur dalam
arah yang berlawanan dengan arah jarum jam, dan bernilai negatif jika diukur
sebaliknya. Jika P = O, maka r = 0 dan titik (0, #) menyatakan pole (kutub)
untuk setiap 6.

=r.0)

Titik (—r,0) dan (r,0) berada pada garis yang sama yang melalui titik O
dan kedua titik tersebut memiliki jarak yang sama dari O (yaitu |r|), namun
berlawanan arah. Catatan: titik (—r, ) menyatakan titik yang sama dengan
titik (r, 0 + ).
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Sistem Koordinat

Sistem Koordinat Kartesius
Sistem Koordinat Kutub (Polar)

Hubungan antara Sistem Koordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

Berikut adalah contoh titik dan koordinat kutubnya.




Sistem Koordinat

Sistem Koordinat Kartesius
Sistem Koordinat Kutub (Polar)

Hubungan antara Sistem Koordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

Dalam sistem koordinat Kartesius, setiap titik hanya memiliki satu represen-
tasi. Namun dalam sistem koordinat kutub, setiap titik memiliki banyak re-
presentasi.

Kalkulus Elementer



Sistem Koordinat

Sistem Koordinat Kartesius
Sistem Koordinat Kutub (Polar)

Hubungan antara Sistem Koordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

Karena satu putaran penuh dinyatakan oleh sudut 27, maka titik (r, ) dapat
dinyatakan oleh

(r,0 4+ 2nm) dan (—r,0 + 2n + 1)m),

dengan n € Z.
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Sistem Koordinat

Sistem Koc
Sistem Koordinat Kutub (
Hubungan antara Sistem K 1at Kartesius dan Koordinat Kutub

Contoh Soal

Buatlah dalam koordinat kutub jika diketahui
9. titik 7(2, &F).

10. titik J(v/4, —T).

1. r=1.

12. 8 =x/3.
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Sistem Koordinat

lar)
oordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

Hubungan antara Sistem Koordinat Kartesius dan Koordinat

Kutub

P(r,0)=P(x,y)

o

X X

Jika titik P memiliki koordinat Kartesius (x,y) dan koordinat kutub (r,8),

maka

X ) y
cosf = - dan sinf = -.
r r
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Sistem Koordinat

Sistem Koordinat Kartesius
Sistem Koordinat Kutub (Polar)

Hubungan antara Sistem Koordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

Sehingga berlaku
x=rcosf, dany = rsind.

Walaupun persamaan tersebut diperoleh dari ilustrasi gambar bahwa » > 0
dan 0 < 6 < 7, namun juga berlaku untuk semua nilai r dan 6. Oleh karena
itu, berlaku juga

r* =x*+y*, dan tanf = 2
X

Kalkulus Elementer



Sistem Koordinat

Sistem Koordinat Kartesius
itub (Polar)
m Koordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

Hubungan antara

Dari gambar berikut,

P(x,y)

diperoleh

sinf =y/r, cscl=r/y
cosf =x/r, secl=r/x
tanf = y/x, cotld = x/y.




Sistem Koordinat

Sistem Koordinat Kartesius

itub (Polar)
Hubungan antara Sistem Koordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

Jika jarak |OP| diwakili oleh r = 1, maka koordinat titik P dalam gambar di
bawah ini adalah (cos 6, sin 6).

P(cos #,sin 8)




Sistem Koordinat
Sistem Koordinat artesius
Sistem Koordinat Kutub (Pol.
Hubungan antara Sistem Koordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

Contoh Soal

13. Ubah titik (2, ) dari koordinat kutub ke koordinat Kartesius!
Jawab:




Sistem Koordinat

Sistem K

r)
Hubungan antara Sistem Koordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

Contoh Soal

13. Ubah titik (2, ) dari koordinat kutub ke koordinat Kartesius!
Jawab:

s 1
— 0 =2cose =2.- =1
X = rcos cos = 5
3
y:rsinG:ZSingzlLZ[:\/g

Sehingga titik tersebut menjadi (1, v/3) dalam koordinat Kartesius.
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Sistem Koordinat
Sistem Koordinat Karte
Siste linat Kutub (Polar)
Hubungan antara Sistem Koordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

Contoh Soal

14. Representasikan titik koordinat Kartesius (1, —1) ke dalam koordinat
kutub!
Jawab:
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Sistem Koordinat

Sistem K

r)
Hubungan antara Sistem Koordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

Contoh Soal

14. Representasikan titik koordinat Kartesius (1, —1) ke dalam koordinat
kutub!
Jawab:

e TR = Pt (=3

Y

tanf = = = —1.
x
Karena (1, —1) berada dalam Kuadran IV, maka dapat dipilih § = —7
atau 6 = 77”.
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Sistem Koordinat
Sistem Koordinat artesius
Sistem Koordinat Kutub (Pol.
Hubungan antara Sistem Koordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

Contoh Soal

15. Buatlah dalam koordinat kartesius jika diketahui r = —3!
Jawab:




Sistem Koordinat

Sistem K

r)
Hubungan antara Sistem Koordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

Contoh Soal

15. Buatlah dalam koordinat kartesius jika diketahui r = ==!
Jawab:

3cosd
sin 6
y=rsinf = 3.

x=rcosf =

Atau dapat juga dibuktikan bahwa

3
r=-——=rsinf =y=23.
sin 6

Namun nilai x tidak terdefinisi ketika 6 = km, k € Z.
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Sistem Koordinat

Sistem Koordinat Kartesius
Sistem Koordinat Kutub (Polar)

Hubungan antara Sistem Koordinat Kartesius dan Koordinat Kutub

_1 1 1 1 1 1 1 1
5 -4 2 ] 2 4 B
X

lementer



Hasil Kali Kartesian

Hasil Kali Kartesian

Misalkan A dan B adalah himpunan-himpunan. Hasil kali kartesian A dengan
B adalah himpunan semua pasangan berurutan (a, b) dengana € A danb € B,
ditulis

AxB={(a,b):a € Adanb € B}.
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Fungsi

Misalkan A = {a, b} dan C = {1, 2,3}, maka
AxB={(a1),(a,2),(a,3),(b,1),(b,2),(,3)}.

Himpunan ini bersifat terurut karena (@, 1) € A x B namun (1,a) # A X B.

Bidang XOY dapat dipandang sebagai hasil kali kartesian R x R, dan dikenal
sebagai sistem koordinat kartesius di R?.
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il Kali Kartesian

Fungsi

Secara umum, hasil kali kartesian A, A,, ..., A, didefinisikan sebagai
Al XAy X -+ XA, = {(al,az,...,a,l) tay €A, ..., ay GAn}

dinamakan n—pasangan terurut. Dalam kasus A; € R Vi € {1,2,...,n},
himpunan ini dikenal sebagai sistem koordinat berdimensi #.
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Fungsi

Relasi

Misalkan A dan B masing-masing adalah himpunan. Suatu relasi R dari A
ke B adalah himpunan bagian tak kosong dari hasil kartesian A x B. Secara
matematis ditulis

RCAxXB,R#0.

Pasangan (x,y) dari relasi R dapat ditulis dalam bentuk xRy, yang berarti x
berelasi dengan y.

Nanda Arista Rizki, M Kalkulus Elementer



Hasil Kali Kartesian

Fungsi

Grafik Fungsi

Domain dan Range

Daerah asal (Domain)

Domain relasi R C A x B adalah himpunan

Dr ={x €A :xRy,y € B}.
Daerah hasil (Range)
Range relasi R C A x B adalah himpunan

Rr={y€B:xRy,x € A}.
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Fungsi

Sebagai contoh, misalkan relasi R dari A = {1,2,3} ke B = {1,2,3,4}
dengan R = {(x,y) : x > y,x € A,y € B} adalah

{2, 1),(3,1),3,2)}
Maka, Dg = {2,3} dan Rg = {1,2}.
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Hasil Kali Kartesian

Fungsi

Fungsif : A — B,f(x) = ydengan A C R dan B C R, dinamakan fungsi real,
adalah suatu aturan yang mengaitkan setiap anggota di himpunan A dengan
tepat satu (satu dan hanya satu) anggota di B.

Himpunan A dinamakan daerah asal atau domain fungsi f, ditulis D;. Elemen
y € R yang terkait dengan x € A C R dinamakan peta (range) dari x dan
ditulis f(x).
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il Kali Kartesian

Fungsi

Elemen x € A dinamakan peubah bebas dan y yang bergantung dari x dinama-
kan peubah tak bebas. Himpunan semua f(x) jika x € A, dinamakan daerah
nilai fungsi f dan ditulis R;.
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Hasil Kali Kartesian

Lambang y = f(x) yang menyatakan y terkait dengan x dinamakan aturan
fungsi. Dalam kasus aturan fungsi y = f(x) diberikan terlebih dahulu, maka
domain fungsi f adalah

Dy = {x € R|f(x) € R}
dan daerah nilainya adalah

Ry = {f(x) € Rjx € Dy}.

Grafik fungsi (kurva) y = f(x) adalah himpunan titik

{(x,y) € R2|y =f(x),x € Drdany € R/}.
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Hasil Kali Kartesian
Fungsi

f, Injektif, dan Bijektif
a Fungsi
Grafik Fungsi

Fungsi Surjektif

Fungsi Surjektif
Fungsif : A — B, f(x) = y dikatakan surjektif jika R; = f(A) = B. Sifat
dari fungsi ini adalah

VyeB Ixc€ A>f(x) =y.

Nanda Arista Rizki, M.Si. Kalkulus Elementer 74/359



Hasil Kali Kartesian

Fungsi

Grafik Fungsi

Fungsi Injektif

Fungsi Injektif

Fungsif : A — B, f(x) = y dikatakan injektif jika
Yu,v €A, f(u) =f(v) = u=v.
Kondisi ini setara dengan

Vu,v € A,uF v = fu) #f(v).
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Hasil Kali Kartesian

Grafik Fungsi

Fungsi Bijektif

Fungsi Bijektif
Fungsif : A — B, f(x) = y dikatakan bijektif jika f fungsi surjektif dan
injektif.
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Hasil Kali Kartesian
Fungsi

Contoh Soal

1. Jika diketahui

A = {Annisa, Baby, Claudia, Debby, Endah}
B = {Samarinda, Balikpapan, Bontang}.

Tentukan A x B!
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Hasil Kali Kartesian
Fungsi

f, dan Bijektif

Contoh Soal

2. Misalkan diketahui:

o Annisa dan Baby pernah pergi ke Samarinda dan Bontang.
o Claudia dan Endah pernah pergi ke Samarinda dan Balikpapan.
o Debby dan Claudia pernah pergi ke Samarinda dan Bontang.

Buatlah relasinya!
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Hasil Kali Kartesian

Fungsi

Contoh Soal

3. Dari gambar berikut, manakah yang merupakan fungsi?




Hasil Kali Kartesian

Fungsi

Contoh Soal

4. Dari gambar berikut, manakah yang merupakan fungsi?




Hasil Kali Kartesian
Fungsi

Contoh Soal

5. Dari gambar berikut, manakah yang merupakan fungsi surjektif?

(a) (b) O




Fungsi

Contoh Soal

6. Dari gambar berikut, manakah yang merupakan fungsi surjektif?

\\\ ”/y’ 1 "‘”l | \\ //\ \
‘ \\\ / ’ A / . [\
: N / /," 05 \ / \\\
" N/ / . N N
() Ry = (—00, 00) (b) Ry = (10, 10) (©) Ry = (—10, 10)
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Hasil Kali Kartesian
Fungsi

Contoh Soal

7. Dari gambar berikut, manakah yang merupakan fungsi injektif?

(a) (b) O




Hasil Kali Kartesian
Fungsi

Contoh Soal

8. Dari gambar berikut, manakah yang merupakan fungsi injektif?

\ ’/ / 1
/ / N N
\\ /" / s N 7 \
\ i o . B 7. \
= \ 1
/ / /
. — f ‘ N \J
1] ,’

2 . L L 15




Fungsi

njektif, dan Bijektif
ada Fungsi

Operasi Aljabar pada Fungsi

Untuk fungsi f dan g dengan Dy = D, = D berlaku
@ Penjumlahan:
(f+8)(x) =f(x) +glx) VxeD
@ Pengurangan:
(f—8)(x) =f(x) — glx) VxeD
@ Perkalian:
(8)(x) = f(x) - g(x) VxeD
@ Pembagian:

f,(x) = g% Vx € D dan g(x) # 0.
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Fungsi

komposisi
Dua atau lebih fungsi dapat dioperasikan secara berurutan sehingga
menghasilkan fungsi yang baru. Fungsi ini dinamakan fungsi komposisi.
Artinya hasil dari fungsi pertama dilanjutkan ke fungsi ke dua, dan
seterusnya.
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Hasil Kali Kartesian

Fungsi komposisi (2)

Misalkan
f:Dr — Ry
X — X2
dan
g:D, — R,
x—x+1,

maka (g o ) (x) = g(F(x)) = g(?) = 2 + 1
dan (f o g)(x) = f(g(x)) = f(x+ 1

jektif, dan Bijektif
da Fungsi
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Kali Kartesian
Fungsi

" Injektif, dan Bijektif
pada Fungsi

Fungsi invers

Misalkan f adalah suatu fungsi injektif
f:Dr = Ry,
maka fungsi invers (balikan) nya adalah
£~ Ry = Dy.
Jika aturan fungsi f adalah y = f(x), maka
y=fx) &x=f710).

Arti fungsi invers adalah f(f ~'(x)) =f~'(f(x)) = x, Vx € Dy.
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Kali Kartesian

Fungsi

ktif, Injektif, dan Bijektif
pada Fungsi

Fungsi genap

Jika f(—x) = f(x)Vx € Dy, maka f disebut fungsi genap. Fungsi ini simetri

terhadap sumbu y. Contohnya, y = f(x) = x°.

Fungsi ganjil

Jika f(—x) = —f(x)Vx € Dy, maka f disebut fungsi ganjil. Fungsi ini simetri
terhadap titik asal O(0, 0). Contohnya, y = f(x) = x°.
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Cali Kartesian

Fungsi

Grafik Fungsi

Fungsi bilangan bulat terbesar

Di antara dua bilangan bulat, ada bilangan real x € R sedemikian sehingga
n<x<n-+1, untukn € N.

Fungsi [x] adalah bilangan bulat yang lebih kecil atau sama dengan x. Dalam
hal ini,

[x] =njikax € [n,n+1).

Contohnya, [1.8] = 1, [2] =2, [-1.2] = 2.
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Hasil Kali Kartesian
Fungsi R

tif, dan Bijektif
i

Grafik Fungsi

Himpunan semua pasangan (x,y) € R x R dengany = f(x), x € A C R dan
y € B C R, dinamakan grafik fungsi (kurva)

f:A— B f(x)=y.

=/x)

0 a Di=4=[ab] b x
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Hasil Kali Kartesian
Fungsi ]

Injektif, dan Bijektif
ser pada Fungsi
Grafik Fungsi

Contoh Soal

9. Misalkan f(x) = x* + x dan g(x) = 2x. Tentukan:
a) (fog)(x)
b) g(f(x))
©) f(g(1))
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Hasil Kali Kartesian
Fungsi ]

Contoh Soal

10. Misalkan f(x) = x.
a) Apakah fungsi f adalah injektif!
b) Jika f merupakan fungsi injektif, maka tentukan inversnya!
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Hasil Kali Kartesian
Fungsi ]

Contoh Soal

11. Misalkan f(x) = x°.
a) Apakah fungsi f adalah injektif!
b) Jika f merupakan fungsi injektif, maka tentukan inversnya!
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Fungsi

f, dan Bijektif

Operasi Aljabar pa
Grafik Fungsi

12. Sketsalah grafik fungsi dari
a) fungsi injektif
b) fungsi surjektif
¢) fungsif(x) = X2+ 2x+ 1.




Konsep Limit
Limit Sifat-sifat Limit

Limit Satu Arah
Limit Menuju Takhingga

Perhatikan fungsi f(x) = xzﬁiglz Berapakah nilai £(0)?
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Konsep Limit
Limit Sifat-sifat Limit

Limit Satu Arah
Limit Menuju Takhingga

: : _ X4x—12 Tai
Perhatikan fungsi f(x) = **5-=. Berapakah nilai f(0)?
Jawab:

fla=0)= 05050 = =2 g,
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Limit
Limit Sifat-sifat Limit
Limit Satu Arah
Limit Menuju Takhir

: : _ X4x—12 Tai
Perhatikan fungsi f(x) = **5-=. Berapakah nilai f(0)?
Jawab:

fla=0)= 05050 = =2 g,

Lalu, apa yang terjadi ketika x = 3?
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Konsep Limit
Limit Sifat-sifat Limit
Limit Satu Arah
Limit Menuju Takhingga

: : _ X4x—12 Tai
Perhatikan fungsi f(x) = **5-=. Berapakah nilai f(0)?
Jawab:

fla=0)= 05050 = =2 g,

Lalu, apa yang terjadi ketika x = 3?

32 +3-12
fo=3)="5"5—
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Limit

x [ o
2,8 6,8
2,9 6,9

2,95 6,95
2,999 | 6,999
3 ?
3,001 | 7,001
3,05 7,05
3,1 7,1
3,2 7,2

Namun berdasarkan tabel, dapat disimpulkan bahwa ketika x mendekati 3,
maka f(x) mendekati 7.
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ep Limit
Limit fat Limit

Limit Satu Arah
Limit Menuju Takhing

1(0)=(x 2 +x-12)/(x-3)

lementer



Konsep Limit
Limit Sifat-sifat Limit

Limit Satu Arah
Limit Menuju Takhingga

Misal diberikan interval selang buka I = (a, b) pada R dan titik ¢ € I. Suatu

fungsi f terdefinisi di /, namun titik ¢ mungkin tidak terdefinisi (mungkin juga
terdefinisi).
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Limit

Misal diberikan interval selang buka I = (a, b) pada R dan titik ¢ € I. Suatu
fungsi f terdefinisi di /, namun titik ¢ mungkin tidak terdefinisi (mungkin juga
terdefinisi).

Perhatikan bahwa
O<lx—c¢cl<de—-d<x—c<d

merupakan himpunan semua bilangan Real x yang jaraknya ke titik ¢ kurang
dari 9. Dengan sifat kerapatannya, bisa diambil sampel bilangan-bilangan
yang mendekati titik ¢ tersebut. Istilah x mendekati ¢ mengandung makna
bahwa jarak antara titik x ke titik ¢ semakin lama semakin kecil.
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Konsep Limit
Limit Sifat-sifat Limit

Limit Satu Arah
Limit Menuju Takhingg
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Konsep Limit
Limit Sif at Limit

Limit Satu Arah
Limit Menuju Takhingga

Misalkan fungsi f(x) = % J;x*u
memiliki domain Dy = R — {3} = R\{3} seperti pada gambar berikut.

1(0)=(x 2 +x-12)/(x-3)




Konsep Limit
Limit Sif at Limit

Limit Satu Arah
Limit Menuju Takhingga

Intuisinya (berdasarkan pengalaman dari tabel), jika nilai sebelum f(x = 3)

dan setelah f(x = 3) mendekati nilai sama, maka nilai f(x = 3) dapat dite-
bak”.




Konsep Limit
Limit Sifat-sifat Limit

Limit Satu Arah
Limit Menuju Takhingga

Pertanyaannya,
@ berapa nilai §; agar

O<lx=3]<d=|f(x)—7 <17

Apakah §; = 3/4 memenuhi?
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Konsep Limit
Limit Sifat-sifat Limit

Limit Satu Arah
Limit Menuju Takhingga

Pertanyaannya,

@ berapa nilai §; agar

O<lx=3]<d=|f(x)—7 <17

Apakah §; = 3/4 memenuhi?
@ berapa nilai §, agar

1

_ — -2
O<|x=3]<b=|(x)-7< 1000000
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Limit

Pertanyaannya,
@ berapa nilai §; agar

O<lx=3]<d=|f(x)—7 <17
Apakah §; = 3/4 memenuhi?
@ berapa nilai §, agar

1

— _ 9
O<|x=3]<b=|(x)-7< 1000000

@ misalkan ¢ bilangan positif sebarang, tentukan § agar

O<|x=3|<d=|f(x) =7 <e?
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Konsep Limit
Limit Sifat-sifat Limit

Limit Satu Arah
Limit Menuju Takhingga

Terlihat bahwa untuk setiap € > 0, selalu dapat ditentukan § > 0 sedemikian
sehingga

O<|x=3]<d=|f(x) =7 <e.
Dikatakan

lim f(x) = 7.

x—3
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Konsep Limit
Limit Sifat-sifat Limit

Limit Satu Arah
Limit Menuju Takhingga

Misalkan nilai limit dari f(x) untuk x mendekati titik ¢ adalah L, maka dino-
tasikan

lim f(x) = L.

X—C

Artinya Ve > 0 dapat dicari § > 0 sedemikian sehingga

O<|x—c|<d=|f(x) — Ll <e.
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Konsep Limit
Limit Sifat-sifat Limit

Limit Satu Arah
Limit Menuju Takhingga

Arti "mendekati” ini, bisa dari kiri titik ¢ atau dari kanan titik c. Dengan kata
lain, nilai limit f(x) untuk x mendekati ¢ ada, jika

lim f(x) = lim f(x).

x—c— x—ct
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Konsep Limit
Limit Sifat-sifat Limit

Limit Satu Arah
Limit Menuju Takhing

Ve>0 30>0350<|x—c|<d=|f(x) —L| <e.

4 4
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Konsep Limit
Limit Sif at Limit

Limit Satu Arah
Limit Menuju Takhingga

Perhatikan bahwa fungsi berikut tidak memiliki limit di x = 0. Kenapa?

f(x)=sin(1/x)
2
Zo
-1
72—2 1 0 1 2




Limit

Sifat-sifat Limit

Misalkan f dan g adalah dua buah fungsi, dan k € R, maka

/\/-\

lim(f - g)(x) =

- Tim(fg)(x) = hmf( > lgg g(®)

l. limk=k
X—C
2. limx=c
X—C
3. lim(kf)(x) = hm f (%)
X—C
4 m(f +9)(x) = limf x) £ 1im g(x)
5
6

lim f(x)
. f _ x—=c
7 tim (£) 09 = iy
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Limit

Sifat-sifat Limit

. n __ . n
Mm@ = (lmf(x) . neN
. lim /f(x) = ¢/limf(x), limf(x) > O untuk n genap
X—C X—C X—C
10.
11.

Jika p(x) fungsi polinom, maka lim p(x) = p(c)

x—c
Teorema Apit (Teorema Sandwich).
Misalkan f, g, h adalah tiga fungsi dengan

gx) <f(x) <h(x) Vxe L

Jika lim g(x) = L dan lim h(x) = L,
X—C X—cC

maka lim f(x) = L. Tlustrasikan secara grafik!
X—C
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imit
Limit at Limit
Limit Satu Arah

Limit Menuju Takhingga

Sifat-sifat Limit

Sifat-sifat Limit Fungsi Trigonometri

@ lim sinx = sin ¢ dan lim cos x = cosc¢

X—C X—C

o lim $2* = 1 dan hm =1
x—0 ¥ 0 Sinx

o lim X zldanhm—:l

x—0 ¥ —( tanx




Limit Sifa
Limi Arah
1 Takhir

Limit Menujt

Limit Satu Arah (limit satu sisi)

Perhatikan piecewise function atau step function berikut.

X2, x <1

f(x):{x—i—L x> 1.
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if % < 1 then »2 else (if x = 1 then x+1 else nan)

34

25

Limit

Konsep Limit
Sifat-sifat Limit

Limit Satu Arah
Limit Menuju Takhing

24




Limit

Limit Menuju Takhingga

Tentukan:
@ Jagar0 < [x— 1] < = |f(x) — 2| < 2!
o Sragar0 < |x— 1| < & = |[f(x) — 2| < 3!
@ Jyagar0 < |x— 1| <3 = [f(x) — 2| < 3!
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Limit
Limit Sifa at Limit

Arah
Limit Menuju Takhingga

Tentukan:
@ Jagarx—1 <4 = |f(x) —2] <2!
o dyagarx— 1< & = |f(x) —2[ < 3!
o Jyagarx— 1< &3 = |f(x) —2| < 3!
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Limit

Limit Menuju Takhingga

Tentukan:
@ dragarx— 1 < g = |[f(x) — 2| < 2!
o dyagarx— 1< & = |f(x) —2[ < 3!
o Jyagarx— 1< &3 = |f(x) —2| < 3!
@ jikae > 0, adakah § agarx — 1 < § = |[f(x) — 2| < !
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Limit
Limit Sifa at Limit

Arah
Limit Menuju Takhingga

Tentukan:
@ Jagarl —x <0 = |f(x) — 2| < 2!
o dyagarl —x < & = |f(x) —2| < 3!
o Jyagarl —x < &3 = |f(x) —2| < 4!
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Limit

Limit Menuju Takhingga

Tentukan:
@ dragarl —x < ) = |[f(x) — 2| < 2!
o dyagarl —x < & = |f(x) —2| < 3!
o Jyagarl —x < &3 = |f(x) —2| < 4!
@ jikae > 0, adakah § agar 1 —x < § = |f(x) — 2| < &!
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Limit

Limit Menuju Takhingga

Definisi limit kanan

Misalkan f (x) terdefinisi pada I = (a, b), kecuali mungkin di ¢ € I. Limit
dari f(x) untuk x mendekati ¢ dari kanan adalah L, dinotasikan

lim f(x) =L,

x—ct

artinya untuk setiap € > 0, dapat dicari § > 0 sehingga

x—c<d=|f(x)—L|l<e.
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Limit

Limit Menuju Takhingga

Definisi limit kiri
Misalkan f (x) terdefinisi pada I = (a, b), kecuali mungkin di ¢ € I. Limit
dari f(x) untuk x mendekati ¢ dari kiri adalah L, dinotasikan

lim f(x) =L,

X—Cc—

artinya untuk setiap € > 0, dapat dicari § > 0 sehingga

c—x<d=|f(x) —L| <e.
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Limit

Limit Menuju Takhingga

o limf(x) = L« lim f(x) = Ldan lim+f(x) =L

o limf(x) = L = lim |f(x)| = [L|
o limf(x) = 0<:>)lcl_>rrl[f(x)| =0.

X—c
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Konsep Limit

Limit Sifa at Limit
1h

Limit Menuju Tal

Limit Menuju Takhingga

Perhatikan fungsi f(x) = = berikut. Jika x terus meningkat tanpa batas,
ditulis x — 0o, maka nilai f(x) cenderung menuju 0. Fenomena ini mendasari
konsep limit di takhingga.

W2 H)
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Limit Si
ILi

i rah
Limit Menuju Takhingga

lim f(x) = L < f(x) mendekati L jika x membesar tanpa batas.
X—0o0
& jarak f(x) ke L dibuat lebih kecil dari sebarang bilangan positif jika x
cukup besar.
< |f(x) — L| < € untuk sebarang € > 0 jika x > m untuk suatu m > 0.
S Ve>0 Im>03x>m=|f(x) —L| <e.
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Limit Si

Li rah
Limit Menuju Takhingga

li{n f(x) = L < f(x) mendekati L jika x mengecil tanpa batas.

< jarak f(x) ke L dibuat lebih kecil dari sebarang bilangan positif jika x
cukup kecil. (Iebih kecil dari suatu bilangan negatif).

< |f(x) — L| < £ untuk sebarang ¢ > 0 jika x < n untuk suatu n < 0.

& Ve>0 In<0s3x<n=|f(x)—L| <e.
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Limit

Limit Menuju

04F
0.2
=
F b
- S—
L
i
i
20 15 10 5 o 5 10 15 20
%

oxl_i>r£10f(x):L<:>x—>ooéf(x)—>L
SVe>0dIm>03x>m=|f(x) —L| <e.

ox_l>ir_noof(x):L<:>x—>—oo =f(x) =L
SVe>0dm<03x<n=|f(x)—L|<e.
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Konsep Limit
Limit Sifat-sifat Limit

Limit Satu Arah
Limit Menuj

Misalkan f(x) = (1 + 1), maka lim f(x) = e.

X—> 00

28 T T T T

28 B

24 | g

17+

21 F B

100 200 300 400 500 KOO 700 8OO SO0 1000




Konsep Limit
Limit Sifat-sifat Limit

Limit Satu Arah
Limit Menuj

Misalkan f(x) = (1 — )", maka lim f(x) = L.

X—> 00

0.4 T T T T T T T

Dssr f

03 —

02 —

(1160

01 F &

0.0s - =

100 200 300 400 A00 BOO 700 800 SO0 1000




Limit

Bentuk Tak Tentu Limit Fungsi

1. Bentuk 0/0. Misal, )161_12 '%, dengan )1{1_1}1}f(x) =0= )lcl_lgg(x)
2. Bentuk 0o/oo. Misal, lim 2% dengan lim f(x) = £o0 = lim g(x).
x—o0 8(X) X—00 X—00

Solusi untuk [1] dan [2] adalah mengubah bentuk pecahannya sehingga ru-
mus limit dapat digunakan.
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Limit

3. Bentuk 0 - co. Misal, lim f(x)g(x), dengan lim f(x) = 0 dan
X—cC X—cC
lim g(x) = £o0.
X—C
Solusi: Ubahlah bentuknya menjadi

L)
5 1/g(x)

8(x)

(bentuk 0/0) atau hm ——" (bentuk co/00)

c 1/f(x)
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b Limit
Limit Sifa Limit

4. Bentuk oo — oo. Misal, lim (f(x) — g(x)), dengan lim f(x) = oo dan
X—C X—00
lim g(x) = oo.
X—> 00
Solusi: Ubahlah bentuknya menjadi oo /cc.

Kalkulus Elementer



Konsep Limit
Limit S at Limit
b Satu Arah
Limit Menuju Takhi

Contoh Soal

1. Misalkan k£ € N. Tentukan lim xik!
X— 00
Jawab:




Konsep Limit
Limit S at Limit

b Satu Arah

Limit Menuju Takhingga

Contoh Soal

1. Misalkan k£ € N. Tentukan lim xik!
X— 00
Jawab: 0




Konsep Limit

Limit Sifat-sifat Limit
Limit Satu Arak
Limit Menuj

Contoh Soal

2. Misalkan k € Q dan k > 0. Tentukan lim

X——00

3=

Jawab:

Kalkulus Elementer



Konsep Limit

Limit Sifat-sifat Limit
Limit Satu Arak
Limit Menuj

Contoh Soal

2. Misalkan k € Q dan k > 0. Tentukan lim

X——00
Jawab: 0

3=

Kalkulus Elementer



Contoh Soal

2% —3x

3. Tentukan lim 5 !
x—o00 ¥ —x—6

Jawab:

Limit




Konsep Limit
Limit Sif at Limit

Limit Satu Arah

Limit Menuju Takhingga

Contoh Soal

. 2_
3. Tentukan lim 33!
X—00
Jawab:
2 3 — lim 3
lim 2% —3x __ lim X (27%) _ 2 xgn;ox
2 _x—6 - f 1 f 6
500 ¥TX6 T myoo (15 =) 1 lim 56 fim
_ 2—0 2

= 1-0-60




nsep Limit
Limit Sifat-sifat Limit
atu Arak

Limit Menuju

Contoh Soal

. 2_
3. Tentukan lim 33!
X— 00
Jawab:
2 3 —1i 3
lim 2% —3x __ lim X (27%) _ 2 xgn;ox
2y - - . 1 . 6
500 ¥TX6 T myoo (15 =) 1 lim 56 fim
_ 2—0 -2
= 1T-0-60 _ *
4 T T T . T T T T T
35 =
5 i
g 25 -
£ ol
rzé 15 B
1 i
05 —
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Konsep Limit
Limit Sifat-sifat Limit
Limit Satu Arah
Limit Menuju Tal

Contoh Soal

4. Sketsalah gambar f(x) = —-. Apakah limit x — 1 ada?
Jawab:

Kalkulus Elementer



Konsep Limit

Limit Sifa Limit
Limit Satu Arat
Limit Menuj

Contoh Soal

4. Sketsalah gambar f(x) = —-. Apakah limit x — 1 ada?
Jawab:

1e-1)

Kalkulus Elementer



Konsep Limit
Limit S at Limit
b Satu Arah
Limit Menuju Takhi

Contoh Soal

5. Misalkan f(x) = . Tentukan 1iII(1) F0)!
X—

[x]

Jawab:




sep Limit
Limit Limit
Li u Arah
Limit Menuju Ta

Contoh Soal

5. Misalkan f(x) = fi- Tentukan 1iII(1) F0)!
X—

Jawab:
Dy =R — {0}.
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imit
Limit Si Limit

Li rah
Limit Menuju Takhingga

Contoh Soal

6. Misal diberikan fungsi bilangan bulat terbesar f(x) = [x] yaitu bilangan
bulat yang lebih kecil atau sama dengan x. Tentukan lin% Fo)!
x—

Jawab:
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Konsep Limit
Limit Sifa at Limit
1h

Limit Menuju Tal

Contoh Soal

6. Misal diberikan fungsi bilangan bulat terbesar f(x) = [x] yaitu bilangan
bulat yang lebih kecil atau sama dengan x. Tentukan lin% Fo)!
x—

Jawab:

if abs(floar(x}-x) < 1/200 then nan else floor(x)

Kalkulus Elementer



Limit

Contoh Soal

7. Misalkan
(x+2)? x<-1

2, 1<x<1
flix)=1¢ 3, x=1
x+1, x € (1,2]

log(x —2), x>2.
Tentukan:
a) lim f(x)!
b) lin} Fo)!

¢) limf(x)!

135/359
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Konsep Limit
Limit S at Limit

b Satu Arah

Limit Menuju Takhingga

Contoh Soal

8. Tentukan lim %!
x—4

Jawab:




Limit

Contoh Soal

8. Tentukan lim %!
x—4 T

Jawab:
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Konsep Limit
Limit S at Limit

b Satu Arah

Limit Menuju Takhingga

Contoh Soal

. .2
9. Tentukan lim —*=2
x—2 3—4/x24+5

Jawab:




Konsep Limit

Limit Sifat-sifat Limit
Limit Satu Arah
Limit Menuju Tal

Contoh Soal

. .2
9. Tentukan lim —*=2
x—2 3—4/x24+5

Jawab:
Misal t = Vx2 4+ 5, makax — 2 <t — 3 dan
P=xX+5x=r*-5.

Kalkulus Elementer



Limit

Contoh Soal

. .2
9. Tentukan lim —*=2
x—2 3—4/x24+5

Jawab:
Misal t = Vx2 4+ 5, makax — 2 <t — 3 dan
2 =x*+5% x> =1 —5. Sehingga

lm— 2 gt g, 90
x%23_\/x2+57ta3 3—1 7tgr;3—f
3+1)(3 -
:limw:lim(3+t):6.
1—3 3—t¢ 1—3
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Limit

Contoh Soal

A/ x2—
10. Tentukan lim #!
x—oo 2%+l

Jawab:

Konsep Limit
Sifat-sifat Limit
Limit Satu Arah

Limit Menuju Takhingga




Konsep Limit

Limit Sifat-sifat Limit
Limit Satu Arak
Limit Menuj

Contoh Soal

A/ 22—
X X'

10. Tentukan lim
X—r

n !
Jawab:
) X2 —x ) A (1 )lc)
TR I
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Konsep Limit
Limit S at Limit

b Satu Arah

Limit Menuju Takhingga

Contoh Soal

Ve

11. Tentukan lim sl

X——0Q

Jawab:




Limit

Contoh Soal

N

i VXX
11. Tentukan xll{noo prawml
Jawab:
1

2

Konsep Limit
it Limit

b Satu Arah

Limit Menuju Takhi




Limit

Contoh Soal

12. Tentukan lim xsini!
X—00 X

Jawab:

Konsep Limit
Sifat-sifat Limit
Limit Satu Arah

Limit Menuju Takhingga




Konsep Limit
it Limit
Satu Arah
Limit Menuju Takhingga

Limit

Contoh Soal

12. Tentukan lim xsm Ly

X— 00
Jawab:
) o1 . sinl . sin% . sint
lim xsin — = lim = lim — = lim — =1
xX—00 X xX—00 L_y0+ = t—0t+ f
X X X




Konsep Limit

Limit Sifat-sifat Limit
Limit Satu Arak
Limit Menuj

Contoh Soal
13. Tentukan lim (\/x2 +3x — x)!

X—00

Jawab:
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Limit

Contoh Soal
13. Tentukan lim (\/x2 +3x — x) !

X—00

Jawab:

) VX2 +3x+x
lim (\/x2+3x—x) = lim (\/x2+3x—x) e
x—+00 Va2 4+3x+x

X— 00

o X2 43x— 42

= lim ———
x=00 /x2 4+ 3x + x
. 3x

= lim ————
x%oox( 1+%+1)

= lim 3 = 3 :11.
X—»00 1+3+1 1+1 2
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Konsep Limit
Limit S at Limit
b Satu Arah
Limit Menuju Takhi

Contoh Soal

14. Tentukan lim (\/xz x4 x)!
X—00

Jawab:




Konsep Limit

Sifat-sifat Limit
Limit Satu Arah
Limit Menuju Tal

Limit

Contoh Soal

15. Tentukan
a) lim (1-1)™"

X— 00
1
b) lim (14 x)+!
x—0 I
¢) lim (1 —x) !
x—0
Jawab:

Kalkulus Elementer
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Konsep Limit

Sifat-sifat Limit
Limit Satu Arah
Limit Menuju Tal

Limit

Contoh Soal

15. Tentukan
a) lim (1-1)™"

X— 00
1
b) lim (14 x)+!
x—0 I
¢) lim (1 —x) !
x—0
Jawab: ¢

Kalkulus Elementer
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Konsep Limit
Limit S at Limit

b Satu Arah

Limit Menuju Takhingga

Contoh Soal

16. Tentukan konstanta a dan b sedemikian sehingga

fim VAL 3,

x—4 x—4 4
Jawab:




Limit

Contoh Soal

16. Tentukan konstanta a dan b sedemikian sehingga

lim VAT 3,
x—4 x—4 4
Jawab:

Misalkan

ax— it _ (2 R)(c - dyR)
-4 (i-2)(A+2)

maka ax — v/x + b = (2 — \/x)(c — d\/x). Akibatnya a = d, b = 2c,
dand = 5

i=c
5 -
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Limit
L Satu

Limit Menuju

lim & Vx+b 3
=4 x—4 4
L= VRe—dyE) 3
S (A-2)(at+2) A
lim—c_d\/;c :E
x—4 \/}—1—2 4
2d — ¢ _§
4 4
Sehingga d = 3% Namun karena d = 1%‘ maka ¢ = —1. Oleh karena itu,

diperoleha = 1 dan b = —2.
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Konsep Limit
Limit Sifat-sifat Limit
Limit Satu Arah
Limit Menuju Takhingga

Alert

Ingat!

Minggu depan KUIS!
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Kekontinuan

Kekontinuan

Misalkan fungsi y = f(x) terdefinisi pada selang buka I yang memuat titik c.
Maka fungsi f kontinu di c, jika

o grafik kurvanya tak terputus di titik ¢
o limf(x) = f(c)
eVe>030>03|x—c|<d=|f(x)—L|l<e
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Fungsi Kontinu

Kontinu Kiri dan Kontinu Kanan

Kekontinuan :
© Sifat-sifat Kontinu

Definisi limit

Ve>0 30 >0350<|x—c|<d=|f(x) —L| <e.

Definisi kontinu

YVe>0 30 >03 |x—c|<d=|f(x) —L| <e

Kalkulus Elementer



Fungsi Kontinu
Kontinu Kiri dan Kontinu Kanan
Sifat-sifat Kontinu

Kekontinuan

Kenapa harus ada € dan 6?

THE MATH GENIE

spikedmath.com
® 2012

I'D LIKE TO
BE AN EPSILON.




Fungsi Kontinu

Kontinu Kiri dan Kontinu Kanan

Kekontinuan ,
Sifat-sifat Kontinu

Ve >0, 40 >0

£¥s

Be positive and you'll
find your soulmate!

Z10Z @
woryiewpayids
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Fungsi Kontinu

Kontinu Kiri dan Kontinu Kanan

Kekontinuan ,
Sifat-sifat Kontinu

Fungsi f kontinu pada interval [ jika grafiknya tidak terputus pada interval
tersebut.

Kalkulus Elementer



Fungsi Kontinu

nu Kiri dan Kontinu Kanan

Kekontinuan ,
Sifat-sifat Kontinu

Fungsi f kontinu pada interval [ jika grafiknya tidak terputus pada interval
tersebut.

Fungsi f kontinu pada interval /, jika dapat digambar grafik fungsinya pada
interval / tanpa harus mengangkat spidol dari papan tulis.
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Fungsi Kontinu
Kontinu Kiri dan Kontinu Kanan

Kekontinuan ,
Sifat-sifat Kontinu

15 T T T T T T T T 3 T T T T T
2= //f/’
- s
ol 1
sk A N
<Q 54
Ber 1
LS ar g
4t 1
sk sl 1
e 1
0 L L L i . . . . 7 i . . . .
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 0 2 4 [ 8
X X




Kekontinuan

Kontinu Kiri dan Kontinu Kanan

Misalkan fungsi f terdefinisi pada selang («, c], maka f kontinu Kiri di ¢ jika

lim f(x) =£(c).

X—Cc™
Misalkan fungsi f terdefinisi pada selang [c, b), maka f kontinu kanan di ¢

jika
lim £(x) = f(c).

x—ct

Fungsi f kontinu di titik c jika fungsi f kontinu kiri dan kontinu kanan di c.
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Fungsi Kontinu
Kontinu Kiri dan Kontinu Kanan
Sifat-sifat Kontinu

Kekontinuan

Fungsi f dikatakan kontinu pada interval selang buka 7 jika dan hanya jika f
kontinu di setiap titik pada 1.

Kalkulus Elementer



ntinu
Kontinu dan Kontinu Kanan
Sifat-sifat

Kekontinuan

Fungsi f dikatakan kontinu pada interval selang buka 7 jika dan hanya jika f
kontinu di setiap titik pada 1.

Fungsi f kontinu pada interval tutup I = [a, b] jika dan hanya jika f kontinu
di setiap titik ¢ € (a, b), kontinu kanan di a, dan kontinu kiri di b.
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ntinu
inu Kiri dan Kontinu Kanan

Kekontinuan
Sifat-sifat Kontinu

Misalkan f(x) = [x], g(x) = M, dan g(0) = 1.
x

4 T T T T 2 T T T T T T T
g 35 B 18| B
i% ElS o s
E 286 o 05 o
= #
Vzwaf B a5t 4
g 1F E 1 E
é 05 " 150 il

0 . : : . 2 : : : : : . :

o 1 2 3 4 B 2 156 -1 05 1) 05 1 v 2

(a) f(x) kontinu kanan Vx € N (b) g(x) kontinu kanan di x = 0




Kekontinuan

Sifat-sifat Kontinu

Jika fungsi f dan fungsi g kontinu di ¢ € I, maka
o fungsi f + g kontinu di titik ¢ pada selang /
o fungsi f — g kontinu di titik ¢ pada selang /
o fungsi fg kontinu di titik ¢ pada selang /
o fungsi i—; kontinu di titik ¢ pada selang I (dengan g(c) # 0)

fungsi |f| kontinu di titik ¢ pada selang /
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ungsi Kontinu
nu Kiri dan Kontinu Kanan
sifat Kontinu

Kekontinuan

Fungsi-fungsi berikut kontinu pada domainnya:
@ suku banyak
o fungsi rasional

o fungsi irasional

@ trigonometri: sin, cos




Kekontinuan

Jika fungsi f dan g memenuhi
@ Rr C D,
o fkontinu di ¢ € Dy
e gkontinudif(c) € D,

ungsi Kontinu
nu Kiri dan Kontinu Kanan
sifat Kontinu



Kekontinuan

Jika fungsi f dan g memenuhi
@ Rr C D,
o fkontinu di ¢ € Dy
e gkontinudif(c) € D,
maka g o f kontinu di ¢, atau

lim(g o)(x) = (g o) () & lim(g(f (1)) = 8(/(c)) = g (1 /() .

X—C X—C
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Kekontinuan

Jika fungsi f dan g memenuhi
@ Rr C D,
o fkontinu di ¢ € Dy
e gkontinudif(c) € D,
maka g o f kontinu di ¢, atau

lim(g o)(x) = (g o) () & lim(g(f (1)) = 8(/(c)) = g (1 /() .

X—C X—C

Jika lim f(x) = L dan fungsi g kontinu di L, maka

X—C

lim(g(£())) = ¢(L) = g (limf(x))
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Kontinu
Ciri dan Kontinu Kanan

Kekontinuan Tt
at Kontinu

Contoh Soal

1. Tentukan konstanta k agar fungsi

o ={ G s

A

x> 1

kontinu pada R!
Jawab:

Kalkulus Elementer



Fungsi Kontinu
I Kiri dan Kontinu Kanan

Kekontinua i Sonti
ekontinuan Sifat-sifat Kontinu

Contoh Soal

1. Tentukan konstanta k agar fungsi

o ={ G s

x> 1

kontinu pada R!

Jawab:

Perhatikan bahwa
o fungsiy = (x — k)? kontinu pada (—oo, 1), dan
o fungsiy = kx — 1 kontinu pada (1, 00).
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Kekontinuan

Agar fungsi f kontinu pada R, maka fungsi f harus kontinu di x = 1. Dalam
hal ini,

lim f(x) = lim f(x) =f(1).

x—1- x—1+
Diperoleh
(1-k?=k—1=(1-k)?
K —2k+1=k—1
K —3k+2=0
(k—1)(k—2)=0.

Oleh karena itu, k = 1 atau k = 2.
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Fungsi Kontinu
Kontinu Kiri dan Kontinu Kanan

Kekontinua Sifat-sifat Konti
ekontinuan Sifat-sifat Kontinu

Contoh Soal

2 =1

2. Tentukan syarat agar fungsi f(x) = —

x € R!
Jawab:

,x # 1 kontinu di setiap
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Kekontinuan

Contoh Soal

2
-1
2. Tentukan syarat agar fungsi f(x) = xil,x # 1 kontinu di setiap
X —
x e R!
Jawab:

Perhatikan bahwa fungsi f(x) kontinu di setiap x € R — {1} dan

2y )4
fim =L i S DEHED iy =2

x—=1 X — x—1 x—1 x—1

Nanda Arista Rizki, M.Si. Kalkulus Elementer 161/359



Kekontinuan

Contoh Soal

2
-1
2. Tentukan syarat agar fungsi f(x) = xil,x # 1 kontinu di setiap
X —
x e R!
Jawab:

Perhatikan bahwa fungsi f(x) kontinu di setiap x € R — {1} dan

2y )4
fim =L i S DEHED iy =2

x—=1 X — x—1 x—1 x—1

Maka syarat agar f(x) kontinu pada R adalah mendefinisikan nilai

fx=1)=2.
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Fungsi Kontinu
Kontinu Kiri dan Kontinu Kanan

Kekontinua Sifat-sifat Konti
ekontinuan Sifat-sifat Kontinu

Contoh Soal

3. Tentukan konstanta a dan b agar fungsi

x+1, x<1
fx)=4q ax+b, 1<x<2
3x, x>2

kontinu di setiap x € R!
Jawab:

s Elementer



Kekontinuan

Contoh Soal

4. Apakah fungsi

2, —-1<x<1
flx)=4¢ 3, x=1
x+1, x e (1,2]
log(x —2), x> 2.
kontinu pada R!
Jawab:

163/359
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Fungsi Kontinu
Kontinu Kiri dan Kontinu Kanan

Kekontinua Sifat-sifat Konti
ekontinuan Sifat-sifat Kontinu

Contoh Soal

5. Apakah fungsi

4x—8
_ S, XF2
w={ 57 37
kontinu pada R!
Jawab:
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Fungsi Kontinu
Kontinu Kiri dan Kontinu Kanan

Kekontinua Sifat-sifat Konti
ekontinuan Sifat-sifat Kontinu

Contoh Soal

6. Apakah fungsi

x+3, x<2
2+1, x>2

kontinu pada R!
Jawab:

Kalkulus Elementer



Fungsi Kontinu
Kontinu Kiri dan Kontinu Kanan

Kekontinua Sifat-sifat Konti
ekontinuan Sifat-sifat Kontinu

Contoh Soal

2x+3
7. Tentukan di titik mana fungsi f(x) = 2x7—|—6 tidak kontinu!
2

Jawab:
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Fungsi Kontinu
Kontinu Kiri dan Kontinu Kanan

Kekontinua Sifat-sifat Konti
ekontinuan Sifat-sifat Kontinu

Contoh Soal

2x+3
7. Tentukan di titik mana fungsi f(x) = 2x7—|—6 tidak kontinu!
2

Jawab:
Clue: tentukan di titik mana fungsi tersebut tidak terdefinisi.

s Elementer 166/359



Fungsi Kontinu
Kontinu Kiri dan Kontinu Kanan

Kekontinua Sifat-sifat Konti
ekontinuan Sifat-sifat Kontinu

Contoh Soal

2x+7
8. Tentukan di titik mana fungsi f(x) = s kontinu!

vVx+5

Jawab:
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Contoh Soal

Kekontinuan

Fungsi Kontinu
nu i dan Kontinu Kanan
t Kontinu

2x+7

8. Tentukan di titik mana fungsi f(x) = —— kontinu!

Jawab:

(2xAT)s g (x45)

25
-0
.35
40
45

vVx+5




Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Aturan ntai
Turunan Fungsi Implisit

Turunan
Turunan t Tinggi

Prolog Turunan

Dua masalah dengan satu tema

1. kelajuan sesaat?

2. masalah garis singgung?

Kalkulus Elementer



Turunan

Kelajuan sesaat

© =m B8 F H 4

sweet home

Mulawarman, Kampus G

& senddirections toyour phone

Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Aturan Rantai

Turunan Fungsi Implisit

Turunan Tingkat Tinggi

Universitas Mulawarman,
Kampus Guhung Kelua

20,
Shopping Mall
Malllembuswana

Samarinda

vpred




Turunan

Q Jalur A:

waktu = 55 menit, jarak = 23,4 km
@ Jalur B:

waktu = 44 menit, jarak = 18,1 km
@ Jalur C:

waktu = 47 menit, jarak = 20,0 km

Berapa kelajuan rata-ratanya?

Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Aturan Rantai
Turunan Fungsi Implisit
Turunan t Tinggi

Kalkulus Elementer
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Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Aturan Rantai

Turunan

Perjalanan Ke Kampus Tercinta

20 T T T T T T T T

e SIS s St S e s
16 -
b : : : : : . i : |
] A R R N ZOt S S S

10 - . : : f . : : . —

jarak dem)

0 I I I I I I I I
u] 5 10 15 20 25 20 25 40 45

waktu (menit)




Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Aturan Rantai

Turunan Fungsi Implis
Turunan Tingkat Ti

Turunan

1. Kelajuan rata-rata:

18,1
T4

v =~ 0,41 km per menit.




Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Atural

Turunan Fungsi Implisit
Turunan Tingkat Tinggi

Turunan

1. Kelajuan rata-rata:

18,1
Y

=~ 0,41 km per menit.

2. Kelajuan sesaat pada interval waktu:
2,1—0

a. t = 0sampait = 8 makav = = 0, 525 km per menit

8—4




Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Atural

Turunan Fungsi Implisit
Turunan Tingkat Tinggi

Turunan

1. Kelajuan rata-rata:

18,1
Y

=~ 0,41 km per menit.

2. Kelajuan sesaat pada interval waktu:

2,1-0
8—4

a. t = 0sampait = 8 makav = = 0, 525 km per menit

2,1-2,1
=8

b. ¢t = 8 sampai r = 12, maka v = = 0 km per menit




Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Aturan Rantai
Turunan Fungsi Implisit
Turunan t Tinggi

Turunan

1. Kelajuan rata-rata:

18,1
Y

=~ 0,41 km per menit.

2. Kelajuan sesaat pada interval waktu:

a. t = 0 sampai t = 8, makav = 2;31:40 = 0,525 km per menit
b. ¢t = 8 sampai r = 12, maka v = 2’112128" = 0 km per menit
c. t = 15 sampai r = 20, maka v = % = 1,28 km per menit.
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Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Aturan Rantai
Turunan Fungsi Implisit

Turunan
Turunan T t Tinggi

Masalahnya?

Kelajuan sesaat pada interval waktu tertentu, terlihat masih "kasar’ dalam per-
hitungannya.
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Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Aturan Rantai
Turunan Fungsi Implisit

Turunan
Turunan T t Tinggi

Garis singgung

Euclides: “garis singgung adalah garis yang menyentuh suatu kurva hanya
pada satu titik”.
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Pendahuluan
Aturan

Turunan

Kurva berikut tidak punya garis singgung?
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Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Aturan Rantai
Turunan Fungsi Implisit

Turunan
Turunan T t Tinggi

Masalahnya?

Definisi Euclid tentang garis singgung masih belum ’pas’.
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Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Aturan Rantai

Turunan Fungsi Implisit

Turunan
Turunan t Tinggi

Ingat kembali rumus gradien*) pada suatu garis berikut:

mo Y2 Ay
X —x1  Ax’

Maka gradien dapat menyatakan laju perubahan y terhadap x.

1Y

Kalkulus Elementer
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Pendahuluan
-Aturan Turunan

si Implisit

Turunan
Turunan Tingkat Tinggi

fleth) A




Pendahuluan

Turunan

Definisi Turunan

Definisi
Misalkan f adalah fungsi, maka turunan dari fungsi f di titik ¢ adalah

f/(c) _ limf(c+h) —f(C)‘

h—0 h

3
Misalkan x = ¢ + h disubtitusikan pada Persamaan (3), maka

10— tim @ =€),

x—c xX—c

Jika limit ini ada, maka dikatakan bahwa f terdiferensialkan di x = c.
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Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Aturan Rantai

Turunan Fungsi Implisit

Turunan
Turunan Tingkat Tinggi

ft) 7

fle) 1

lementer



Pendahuluan
Al

n Turunan

si Implisit

Turunan
Turunan Tingkat Tinggi

Teorema
Jika f’(c) ada maka f kontinu di c.
Bukti:
Perhatikan bahwa fungsi f(x) dapat ditulis menjadi
Jflx) —fle
10 =)+ 10D o) e
Sehingga
: . f&x) = f(c)
lim fx) =lim \f() + == —— - (x=¢)
“timf(e) + im T =) e — o)
x—C x—c X—cC x—c

=f(c) +'(c) - 0 =£(c)-

Nanda Arista Rizki, M.Si. Kalkulus Elementer
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Pendahuluan

Turunan

Kebalikan Teorema tersebut belum tentu berlaku.
Misalkan f(x) = |x| maka ketika x = 0,

fO+R) —f(0) _[0+h[—]0] _ |A|

h h h'
Sehingga
Hmigiﬁiﬁgzlmlﬂ_h
h—0+ h—0t+ h
namun
tim LOER SO WA
h—0~— h h—0— h

Oleh karena itu, f/(x = 0) tidak ada.

Nanda Arista Rizki, M.Si. Kalkulus Elementer

182/359



Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Aturan Rantai
Turunan Fungsi Implisit
Turunan Tingkat Tinggi

Turunan




Turunan

Contoh Soal

1. Misalkan f(x) = 13x — 6, tentukan £ (4)!

Jawab:
4y = g LB =)
i [13(4 + h) — 6] — [13(4) — 6]
i h

= lim @ = lim 13 = 13.
h—0 h h—0
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Turunan

Contoh Soal

2. Misalkan f(x) = x* + 7x, tentukan f’(x)!

Jawab:
) . flx+h) —f(x)
S = fim === =
— lim [(x 4+ 1) +7(x+h)] — [x* + 7x]
h—0 h
im 3x2h + 3xh*> + 1® +7Th
h—0 h

= lim (3x? + 3xh + h? +7)
h—0

=3x2 + 7.
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Turunan

Contoh Soal

3. Misalkan f(x) = 2/(x + 3), tentukan f’(c)!
Jawab:

2 2
f'(c) = lim = lim 223
X—C X—C X—C X —C

2(c+3)—2(x+3) 1

:iiﬁl[ G13)ct3) r-c
= lim [(xfg)c(;&) X . c]
) )

T (T3 cr

Nanda Arista Rizki, M.Si. Kalkulus Elementer



Pendahuluan
Aturan

Turunan

Contoh Soal

4. Misalkan f(x) = 3x? + 4, tentukan f”(x)!
Jawab:

f'(x) = lim

fe+h) —f(x)
h
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Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Aturan Rantai
Turunan Fu

Turunan
Turunan Ting

Contoh Soal

2 — 1
5. Misalkan f(x) = %, tentukan £/ (x)!
P

Jawab:




Pendahuluan
Atura turan Turunan

Turunan

Contoh Soal

6. Misalkan f(x) = v/2x, tentukan f'(x)!
Jawab:
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Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Aturan Rantai
Turunan Fungsi Implisit

Turunan
Turunan T t Tinggi

Contoh Soal

7. Tentukan garis singgung parabola y = x> — 8x + 9 di titik (3, —6)!
Jawab:
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Turunan

Contoh Soal

7. Tentukan garis singgung parabola y = x> — 8x + 9 di titik (3, —6)!
Jawab:

fle=3) =

y—fle) =f"(c)(x=3)
y+6=f"(c)(x—3)
N
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Turunan

Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Aturan Rantai

Turunan Fungsi Implis
Turunan Ti; at Ti




Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Aturan Rantai
Turunan Fungsi Implisit

Turunan
Turunan T t Tinggi

Contoh Soal

8. Tentukan garis singgung parabola y = 4x — 3x? di titik (2, —4)!
Jawab:
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Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Aturan Rantai
Turunan Fungsi Implisit

Turunan
Turunan T t Tinggi

Contoh Soal

9. Tentukan garis singgung fungsi y = x*> — 3x + 1 di titik (2,3)!
Jawab:
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Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Aturan Rantai
Turunan Fungsi Implisit

Turunan
Turunan T t Tinggi

Contoh Soal

2 1
10. Tentukan garis singgung fungsi y = % di titik (1, 1)!
x

Jawab:
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Turunan

Aturan Dasar

Berikut adalah beberapa aturan dasar:
1. % = 0, dengan k adalah konstanta

2. %) — py=! untuk n € N (ingat: hanya bil. Asli)
3_ w — g/(x) :th/(x)
4. AL — g () (x) + g (V)

5. f(x) = ‘fl(— =f'(x) = hix) hix (The Quotient Rule).
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Turunan

Turunan Fungsi Trigonometri

6. f(x) = sinx = f/(x) = cosx

7. f(x) = cosx = f'(x) = —sinx

8. f(x) = tanx = f'(x) = sec’x

9. f(x) =secx = f'(x) = secxtanx
10. f(x) = cotx = f'(x) = —csc’x
11. f(x) = cscx = f'(x) = —cscxcotx

Nanda Arista Rizki, M.Si. Kalkulus Elementer
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Turunan

12. f(x) = sinhx = f’(x) = coshx

13. f(x) = coshx = f’(x) = sinhx

14. f(x) = tanhx = f’(x) = sech’x

15. f(x) = sechx = f'(x) = —sech xtanhx
(x)
(x)
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Aturan

Turunan
Turunan Tingk

Turunan

Aturan Tambahan

d(|x x
18, 40 _ L
d(Inx) _ 1
19, ) _ 1
20, 4) _ o

Kalkulus Elementer



ahuluan
Aturan Turunan

Aturan Rantai
Turunan Fungsi Implisit

Turunan
Turunan Tingkat Tinggi

Contoh Soal

11. Misalkan y = 2 sinx + 3 cos x, tentukan %!
Jawab:

dy _d(2sinx+3cosx)
dx dx

d(2sinx) n d(3cosx)
dx dx
d(sinx) d(cosx)
3
dx + dx
=2cosx — 3sinx.

=2

s Elementer
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Turunan Fungsi Implisit

Turunan
Turunan T t Tinggi

Contoh Soal

12. Misalkan y = 4 cscx + 4 sin x, tentukan %!
Jawab:

Kalkulus Elementer



Turunan Fungsi Implisit

Turunan
Turunan T t Tinggi

Contoh Soal

13. Misalkan y = f(%) dengan f(x) # 0, tentukan %!
Jawab:
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Aturan
Turunan

Turunan
Turunan Tingk

Contoh Soal

m/x, 0<x<1

2 4nx, x>1,

Tentukan m dan n sedemikian sehingga f’(1) ada!
Jawab:

14. Misalkan f(x) = {

Kalkulus Elementer



Turunan Fungsi Implisit

Turunan
Turunan T t Tinggi

Contoh Soal

15. Misalkan y = S dengan cosx # 0, tentukan %!
Jawab:

Kalkulus Elementer



F ahuluan

Atu Aturan Turunan
Aturan Rantai

Turunan

Turunan Ti

Turunan

Contoh Soal

16. Misalkan y = *eosrisinx
Jawab:

dy,
g , tentukan 7!




Turunan

Aturan Rantai

Misalkan y = f(u) dan u = g(x). Jika g terdiferensialkan di x dan f terdife-
rensialkan di u = g(x), maka fungsi (f o g)(x) = f(g(x)) terdiferensialkan di
x dan berlaku:

205/359
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Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Aturan Rantai
Turunan Fungsi Implisit

Turunan
Turunan T t Tinggi

Contoh Soal

17. Misalkan y = sin 3x, tentukan dy/dx!
Jawab:
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Pendahuluan

Aturar an Turunan
Aturan Rantai

Turunan F

Turunan
Turunan

Contoh Soal

18. Misalkan f(x) = (24> — 4x + 1)'%, tentukan f’(x)!
Jawab:
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Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Aturan Rantai
Turunan Fungsi Implisit

Turunan
Turunan T t Tinggi

Contoh Soal

13
. Y S, e | /! __ dz
]9 Mlsa]kan = (W) N tentukan 7 = a'

Jawab:

Kalkulus Elementer



iluan
iran Turunan
Aturan i
Turunan

Turunan
Turunan Tingk

Contoh Soal

13
. _ (P —2xt1 r_ dz
]9 Mlsa]kan 7= (W) N tentukan 7 = a'

Jawab:

13 X -2+ 1 2 —x0 +6xt — 4 +9x% -6
43 (x* 4 3)? '

Kalkulus Elementer



>endahuluan
an-Aturan Turunan

Aturan R

Turunan Fu

Turunan
Turunan Ting

Contoh Soal

d(sin’ (4x))
dx

20. Tentukan
Jawab:

!




Pendahuluan

Aturar an Turunan
Aturan Rantai

Turunan F

Turunan
Turunan

Contoh Soal

d(sin’ (4x))

20. Tentukan
dx

Jawab:

!

12 cos(4x) sin®(4x).

Nanda Ari . Kalkulus Elementer
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>endahuluan
an-Aturan Turunan

Aturan R

Turunan Fu

Turunan
Turunan Ting

Contoh Soal

21. Misalkan y = (22 )3, tentukan %!
Jawab:

cos 2x




>endahuluan
an-Aturan Turunan

Aturan R

Turunan Fu

Turunan
Turunan Ting

Contoh Soal

22. Misalkan y = 2 sina dan x = 2 sin 2a, tentukan dy/dx!
Jawab:




Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Aturan Rantai

Turunan Fungsi Implisit

Turunan
Turunan T t Tinggi

Contoh Soal

22. Misalkan y = 2 sina dan x = 2 sin 2a, tentukan dy/dx!
Jawab:

d 5

dy dy i

da  dx da dx_%

dy dy dx
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>endahuluan
an-Aturan Turunan

Aturan R

Turunan Fu

Turunan
Turunan Ting

Contoh Soal

23. Misalkan y = 2a? + a dan x = 3a + 1, tentukan dy /dx!
Jawab:




Pendahuluan

Turunan

Contoh Soal

23. Misalkan y = 2a? + a dan x = 3a + 1, tentukan dy /dx!

Jawab:
Karena
dy dx
Ta a + 1 dan T 3,
dy 4a+1
ka — = .
maka It 3
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Turunan

Turunan Fungsi Implisit

Misalkan g(y) = f(x), maka

dx dx
sy dy
& =f'(x)

02 =

dy _[f'(x)
dx  g'(y)
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Turunan

Turunan Fungsi Eksponensial

Misalkan r adalah bilangan rasional tak nol. Maka untuk x > 0,
d(x")/dx = rx"".
Bukti:
Karena r adalah bilangan rasional, maka dapat ditulis sebagai p/q, dimana

p dan ¢ adalah dua bilangan bulat dengan ¢ > 0. Misalkan y = x" = x"/4,
maka y? = x”. Dengan menggunakan diferensial implisit,

) _d@)

dx dx
_dy _
o o =pa

—1 -1
dy p— _ p¥ _Powlat _ 1

dx gyl g(w/nat g
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endahuluan
Aturan-Aturan Turunan

Turunan

Contoh Soal

1. Jika 4x?y — 3y = x* — 1, tentukan dy /dx!
Jawab:




Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Aturan Rantai
Turunan Fungsi Implisit

Turunan
Turunan T t Tinggi

Contoh Soal

1. Jika 4x?y — 3y = x* — 1, tentukan dy /dx!
Jawab:

yr? —3)=x -1
y

Sehingga dy/dx = - - -

Kalkulus Elementer



>endahuluan

Turunan
Turunan Ting

Contoh Soal

2. Tentukan £ jika x*/® = 4096 — y*/°!
Jawab:




Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Aturan Rantai
Turunan Fungsi Implisit

Turunan
Turunan T t Tinggi

Contoh Soal

2. Tentukan £ jika x*/® = 4096 — y*/°!
Jawab:

d(x*3)  d(4096 — y*/3)

dx dx

Kalkulus Elementer

216/359



endahuluan
Aturan-Aturan Turunan

Turunan

Contoh Soal

3. Tentukan % jika 6y® + cosy = x°!
Jawab:




>endahuluan

Turunan
Turunan Ting

Contoh Soal

4. Tentukan 2 jika x> + y> = 6xy!
Jawab:




an Turunan

Turunan

Contoh Soal

4. Tentukan 2 jika x> + y> = 6xy!

Jawab:
3 3
4 +y d@
dx dx
d d
3x° + 3y2—y = 6x—y + 6y
dx dx

x2 _|_y2y/ — ny/ + 2y
y/ _ 2y —x2
y? —2x
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>endahuluan

Turunan

Contoh Soal

5. Tentukan y’ = % jika sin(x + y) = y* cos x!
Jawab:




Turunan

Contoh Soal

5. Tentukan y’ = % jika sin(x + y) = y* cos x!

Jawab:
sin(x +y) y? cosx
d =d
dx dx
cos(x +7)(1 + ') = ¥*(— sinx) + (cos.x)(2n)

/

y
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endahuluan
Aturan-Aturan Turunan

Turunan

Contoh Soal

6. Tentukan y’ = % jika tan § = x + y!
Jawab:




endahuluan
Aturan-Aturan Turunan

Turunan

Contoh Soal

7. Tentukan y’ jika y secx = xtany!
Jawab:




Turunan

Turunan Tingkat Tinggi

Misalkan f'(x) adalah sebuah fungsi dan f’(x) merupakan turunan pertamanya.
Turunan kedua dari f adalah

d2 ! h) —f
= £ g L =1 0)

Dengan cara yang sama, turunan ketiga dari f adalah
d*y
111 _ e
f ('x) - dx3 :
Secara umum, turunan ke n dari y = f(x) dinotasikan sebagai
dy

() — £(0) () =
y f (x) dx” °
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>endahuluan
Aturan Turunan
antai
Turunan Fu

Turunan !
Turunan Ting

Contoh Soal

1. Tentukan £’ dan f” dari f(x) = x*> — x!
Jawab:

@)= =




>endahuluan
Aturan Turunan
antai

Turunan Fu
Turunan Ting

Turunan

Contoh Soal

1. Tentukan £’ dan f” dari f(x) = x*> — x!

Jawab:

) =) =
? j @

Iy
oL [
1+ 4
o+ 4
RS 4
2+ 4
3 L |
3 2 1 o 1 2 3




>endahuluan
Aturan Turunan
antai
Turunan Fu

Turunan !
Turunan Ting

Contoh Soal

2. Tentukan ', f” dan " (x) dari f(x) = 2x* — x3!
Jawab:




Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan

Turunan

Contoh Soal

2. Tentukan ', f” dan " (x) dari f(x) = 2x* — x3!
Jawab:

T
2023
475372
467




>endahuluan
Aturan Turunan
antai
Turunan Fu

Turunan !
Turunan Ting

Contoh Soal

3. Tentukan £/, f, f"" (x), dan f®* (x) dari f(x) = sin 2x!
Jawab:




Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan

Turunan

Contoh Soal

3. Tentukan £/, f, f"" (x), dan f®* (x) dari f(x) = sin 2x!

Jawab:
i} T T T T
Pros(@x)
~ -47sin(2"x) s——
15 e\ Freosrd )

16*sin{2*4)




Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
Aturan Rantai

Turunan

Contoh Soal

4. Tentukan turunan pertama dan kedua dari fungsi f(x) = x" tan x
terhadap x, dimanan > 1.
Jawab:
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ahuluan
iran Turunan

Turunan

Contoh Soal

4. Tentukan turunan pertama dan kedua dari fungsi f(x) = x" tan x
terhadap x, dimanan > 1.
Jawab:

f'(x) = ¥"sec® x + nx" "' tanx
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>endahuluan
Aturan Turunan
antai
Turunan Fu

Turunan !
Turunan Ting

Contoh Soal

5. Tentukan £ (2) dari f(0) = (cos ) 2!
Jawab:




>endahuluan
Aturan Turunan
antai
Turunan Fu

Turunan !
Turunan Ting

Contoh Soal

6. Tentukan rumus turunan ke n dari @, 1 X"~ ' + - - - + a;x + ap!
Jawab:




>endahuluan
Aturan Turunan
antai
Turunan Fu

Turunan !
Turunan Ting

Contoh Soal

7. Tentukan g’ (1) jika g(r) = cos® 5r!
Jawab:




Pendahuluan
Aturan-Aturan Turunan
At

Turun;
Turunan

Contoh Soal

8. Misalkan g(f) = at*> + bt + c¢ dan diketahui g(1) = 5, ¢’(1) = 3, dan
g’ (1) = —4. Tentukan a, b, dan c!
Jawab:
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Maksimum dan Minimum

Aplikasi Turunan

Maksimum dan Minimum

Misalkan S domain f yang memuat titik c. Maka
1. f(c) adalah nilai maksimum f pada S jika f(c) > f(x)Vx € S.
2. f(c) adalah nilai minimum f pada S jika f(c) < f(x)Vx € S.
3. f(c) adalah nilai ekstrim f pada S jika merupakan nilai maksimum atau
nilai minimum.
4. Fungsi yang ingin dimaksimumkan atau diminimumkan adalah fungsi
objektif.
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Maksimum dan Minimum
Teorema Nilai

Aturan L' Hos

ungsi Monoton

Jji Turunan Pertama dan Kedua

Aplikasi Turunan

Apakah f selalu memiliki nilai maksimum atau minimum pada domain S?




num dan Minimum
Teorema Nilai Rata-rata

Aturan L' Hospital

ungsi Monoton

Jji Turunan Pertama dan Kedua

F
¢

Aplikasi Turunan
mbaran Grafik
iran

Apakah f selalu memiliki nilai maksimum atau minimum pada domain S?
Misalkan f(x) = 1/x pada S = (0, c0).




imum dan Minimum
ma Nilai at
Aturan L' Hos|

ungsi Monoton

F
¢
E

Aplikasi Turunan

Apakah f selalu memiliki nilai maksimum atau minimum pada domain S?
Misalkan f(x) = 1/x pada S = (0, c0).




imum dan Minimum
ma Nilai at
Aturan L' Hos|

ungsi Monoton

F
¢
E

Aplikasi Turunan

Teorema min-maks

Jika f kontinu pada selang tutup [a, b], maka f mencapai nilai maksimum
dan minimum di sana.




imum dan Minimum
ma Nilai at
Aturan L' Hos|

ungsi Monoton

F
¢
E

Aplikasi Turunan

Teorema min-maks

Jika f kontinu pada selang tutup [a, b], maka f mencapai nilai maksimum
dan minimum di sana.

Silahkan gambar semua kemungkinan yang terjadi!




Maksimum dan Minimum

Aplikasi Turunan

Misalkan interval I = [a, b]. Titik a dan b disebut titik ujung.

Jika ¢ adalah suatu titik dimana f'(¢) = 0, maka c disebut titik stasioner.
Perhatikan bahwa garis singgung di titik ¢ tersebut adalah horisontal. Nilai
ekstrim sering terjadi di titik stasioner.

Jika ¢ adalah titik interior dimana f’ tidak ada di ¢, maka c disebut titik si-
ngular. Beberapa kemungkinan pada grafik f (ketika digambar) tersebut, ya-
itu memiliki sudut yang tajam (tidak mulus), garis singgung vertikal, adanya
lompatan, atau terjadi oskilasi.

Sebarang titik yang memenuhi tiga tipe titik (titik ujung, titik stasioner, dan
titik singular) dalam domain fungsi f, disebut titik kritis f.
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num dan Minimum
T a Nilai Rata-rata
Aturan L"Ho:

Fungsi Mc

Uji Turunan

Aplikasi Turunan
nbaran Grafik
iran

Contoh Soal

1. Tentukan titik kritis fungsi f(x) = —2x> + 3x? pada [ 1, 2]!

1
29




imum dan Minimum
Teorema Nilai
Aturan L"Hc
Fungsi Monotc
Uji Turunan Pertama dan Kedua

Aplikasi Turunan

gambaran Grafik
ksiran

Contoh Soal

Fr22md

25




imum dan Minimum
ma Nilai at
Aturan L'H

Aplikasi Turunan imtot
sambaran Grafik
n

Contoh Soal

2. Tentukan titik kritis fungsi f(x) = x*/3 pada [—1, 2]!




imum dan Minimum
Teorema Nilai
Aturan L"Hc
Fungsi Monotc
Uji Turunan Pertama dan Kedua

Aplikasi Turunan
gambaran Gra
ksiran

Contoh Soal

2. Tentukan titik kritis fungsi f(x) = x*/3 pada [—1, 2]!

25 T T T

$213)




imum dan Minimum
ma Nilai at
Aturan L'H

Aplikasi Turunan imtot
sambaran Grafik
n

Contoh Soal

3. Tentukan titik kritis fungsi f(x) = £(2x* 4 3x* — 12x) pada [-3,3]!




imum dan Minimum
Teorema Nilai
Aturan L’Hc

Aplikasi Turunan

Contoh Soal

3. Tentukan titik kritis fungsi f(x) = £(2x* 4 3x* — 12x) pada [-3,3]!

140 T
120
100
]
=
I
= B0
o
&
o 40
x
b
20
0
20




imum dan Minimum
ma Nilai at
Aturan L'H

Aplikasi Turunan imtot
sambaran Grafik
n

Cotoh Soal

4. Tentukan nilai maksimum dan nilai minimum dari fungsi

fx)=x=3+1, —=-<x<4

N =

Jawab:




imum dan Minimum
ma Nilai at
Aturan L'H

Aplikasi Turunan imtot
sambaran Grafik
n

Contoh Soal

5. Tentukan nilai maksimum dan nilai minimum dari fungsi

fx)=14+(x+1)? —2<x<5.

Jawab:




imum dan Minimum
ma Nilai at
Aturan L'H

Aplikasi Turunan imtot
sambaran Grafik
n

Contoh Soal

6. Tentukan nilai maksimum dan nilai minimum dari fungsi

x—1

fo = a5

Jawab:




Maksimum dan Minimum

Aplikasi Turunan
nbaran Grafik
iran

Contoh Soal

7. Tentukan nilai maksimum dan nilai minimum dari fungsi

fx) =xvx—x2

Jawab:
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imum dan Minimum
ma Nilai at
Aturan L'H

Aplikasi Turunan imtot
sambaran Grafik
n

Contoh Soal

8. Tentukan nilai maksimum dan nilai minimum dari fungsi

f(x) =2cos(x) +sin(2x), 0<x<m/2.

Jawab:




Aturan L'H
Fung
Uji Turunan P 1 dan Kedua

Aplikasi Turunan
aran Grafik

Teorema Rolle

Teorema Rolle

Misalkan f adalah fungsi yang memenuhi kondisi berikut:
1. f kontinu pada interval selang tutup [a, b],
2. f terdiferensialkan pada selang buka (a, b),
3. f(a) = f(b),

maka terdapat ¢ € (a, b) sedemikian sehingga f’(c) = 0.
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Maksimum dan Minimum
Teorema Nilai Rata-rata
Aturan L' Hospital
ungsi Monoton
Jji Turunan Pertama dan Kedua
Cekung
itik Belok
Aplikasi Turunan simtot
Penggambaran Grafik
iran

F
¢

y VA
0 r;r ¢ cgll;r x 0 4 c b *

1 +
a ¢ o b X 0l a c b *

lementer



Aplikasi Turunan

Teorema Nilai Rata-rata

Teorema Nilai Rata-rata

Misalkan f adalah fungsi yang memenuhi kondisi berikut:
1. f kontinu pada interval tutup [a, ],
2. f terdiferensialkan pada selang buka (a, b),

maka terdapat ¢ € (a, b) sedemikian sehingga

yang ekivalen dengan
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Aplikasi Turunan

B[.;_;. f(b))

Maksimum dan Minimum
Teorema Nilai ata
Aturan L Hospital

ungsi Monoton

Jji Turunan Pertama dan Kedua

b




Maksimum dan Minimum
Teorema ta

Fungsi Monc
Uji Turun:
Fungs

Aplikasi Turunan

mbaran Grafik
iran

Teorema
Jika f'(x) = 0 Vx € (a, b), maka f adalah fungsi konstan pada (a, b).

Akibat

Jika f'(x) = g'(x) Vx € (a,b), maka f — g adalah fungsi konstan pada (a, b).
Oleh karena itu, f(x) = g(x) + ¢ dengan ¢ adalah suatu konstanta.
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Maksimum c
Teorema Nilai Rata-rata

Fungsi Monc
Uji Turur
Fung
Titik Belok
Aplikasi Turunan

Contoh Soal

1. Misalkan f(x) = 2x*> — 4x + 5 pada interval [—1, 3]. Perhatikan bahwa
f kontinu pada [—1, 3], terdiferensialkan pada (—1,3) dan

Oleh karena itu berdasarkan Teorema Rolle bahwa terdapat ¢ € (—1, 3)
sedemikian sehingga f’(c¢) = - - - . Maka

C = -+~
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Maksimum dan Minimum
Teorema Ni rata
Aturan L'H

n

ertama dan Kedua

Aplikasi Turunan imtot
sambaran Grafik
n

Contoh Soal

2. Misalkan f(x) = x> — 2x* — 4x + 2 pada [—2, 2]. Carilah semua ¢ yang
memenuhi Teorema Rolle!
Jawab:




Maksimum dan Minimum
Teorema Ni rata
Aturan L'H

n

ertama dan Kedua

Aplikasi Turunan imtot
sambaran Grafik
n

Contoh Soal

3. Misalkan f(x) = sin(x/2) pada /2,37 /2]. Carilah semua ¢ yang
memenuhi Teorema Rolle!
Jawab:




Aplikasi Turunan

Contoh Soal

4. Misalkan f(x) = x* — x pada interval [0, 2]. Perhatikan bahwa f kontinu
pada [0, 2] dan terdiferensialkan pada (0, 2). Oleh karena itu
berdasarkan Teorema Nilai Rata-rata, bahwa terdapat ¢ € (0,2)
sedemikian sehingga

f(2) =f(0) =f'(e)(2 - 0).
Karenaf(2) =---,f(0) =---,danf'(x) = -- -, maka

karena ¢ € (0,2).
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Maksimum dan Minimum
Teorema Nilai Rata

Aturan L' Hospital

Fungsi Monoton

Uji Turunan Pertama dan Kedua

Aplikasi Turunan




Maksimum dan Minimum
Teorema Ni rata
Aturan L'H

n

ertama dan Kedua

Aplikasi Turunan imtot
sambaran Grafik
n

Contoh Soal

5. Misalkan f(x) = 2x* — 3x + 1 pada [0, 2]. Carilah semua ¢ yang
memenuhi Teorema Nilai Rata-rata!
Jawab:




Maksimum dan Minimum

tama dan Kedua

Aplikasi Turunan
nbaran Grafik
iran

Contoh Soal

6. Misalkan f(x) = x> — x> — x + 1 pada [1,2]. Carilah semua ¢ yang
memenuhi Teorema Nilai Rata-rata!
Jawab:

Kalkulus Elementer



Maksimum dan Minimum
Teorema Ni ra
Aturan L'H

Fungsi Monoton

Uji Turunan Pe

Aplikasi Turunan

Contoh Soal

6. Misalkan f(x) = x> — x> — x + 1 pada [1,2]. Carilah semua ¢ yang
memenuhi Teorema Nilai Rata-rata!
Jawab:




um dan Minimum
ema Nilai Rata-rata

Aplikasi Turunan

Aturan [’Hospital

Aturan L'H

Misalkan f dan g terdiferensialkan dan g’(x) # 0 pada interval buka / yang
mengandung a. Jika

lim f(x) = 0 atau lim g(x) =0
xX—a

X—a

atau

lim f(x) = 400 atau lim g(x) = oo,

X—a X—a

! !
maka lim @ = lim &) . Dalam hal ini, diasumsikan bahwa lim ! ,(x)
x—a g(x) x—a g/(x) x—a &8 ()

ada.
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Aplikasi Turunan

Aturan L'Hospital mudah dibuktikan ketika: f(a) = g(a) = 0, f’ dan g’
kontinu, dan g’(a) # 0.

s [ —f(a)
£ fa) M=

li =
Sig®)  gl@) i L@
x—a

) —f(a)

=lim @

i T® @) &)
=a g(x) —gla)  xag(x)
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simum dan Minimum
Teorema Nilai Rata-rata
Aturan L'Hospital
Fungsi Monoton
Uji Turunan Pertama dan Kedua
Fungsi ( ng
Titik Belok
Aplikasi Turunan Asimtot
Penggambaran Grafik
Penaksiran

Contoh Soal

1. Tentukan lim 1“—)‘1!
x—17%"

Jawab:




ertama dan Kedua

Aplikasi Turunan imtot
sambaran Grafik
n

Contoh Soal

1. Tentukan hrr} 1‘”‘1'
Jawab:
Karena limInx = - -+ dan lim(x — 1) = -- -, maka
x—1 x—1
1
lim nx = ...

—1x—1




simum dan Minimum
Teorema Nilai Rata-rata
Aturan L'Hospital
Fungsi Monoton
Uji Turunan Pertama dan Kedua
Fungsi ( ng
Titik Belok
Aplikasi Turunan Asimtot
Penggambaran Grafik
Penaksiran

Contoh Soal

2. Tentukan lim
X— 00

e
g1

Jawab:




Contoh Soal

2. Tentukan lim
X— 00

Jawab:

Karena lim ¢ = ---
X— 00

ertama dan Kedua

Aplikasi Turunan imtot
sambaran Grafik
n




Aplikasi Turunan

Contoh Soal

3. Tentukan lim 1|
X— 00 \/;(

Jawab:

mum dan Minimum




simum dan Minimum
Teorema Nilai Rata-rata
Aturan L'Hospital
Fungsi Monoton
Uji Turunan Pertama dan Kedua
Fungsi ( ng
Titik Belok
Aplikasi Turunan Asimtot
Penggambaran Grafik
Penaksiran

Contoh Soal

4. Tentukan lim M'
x—0

Jawab:




Aplikasi Turunan

Contoh Soal

tanx—x ]
3 .

4. Tentukan lim
x—0

Jawab:
1/3

mum dan Minimum




simum dan Minimum
Teorema Nilai Rata-rata
Aturan L'Hospital
Fungsi Monoton
Uji Turunan Pertama dan Kedua
Fungsi ( ng

Titik Belok
Aplikasi Turunan Asimtot

Penggambaran Grafik
Penaksiran

Contoh Soal

5. Tentukan lim
X—T

Jawab:




simum dan Minimum
Teorema Nilai Rata-rata
Aturan L'Hospital
Fungsi Monoton
Uji Turunan Pertama dan Kedua
Fungsi ( ng

Titik Belok
Aplikasi Turunan Asimtot

Penggambaran Grafik
Penaksiran

Contoh Soal

5. Tentukan lim
X—T

Jawab:
0




Aplikasi Turunan

Indeterminate Products

Misalkan
limf(x) =0
lim g(x) = oo(atau — c0),
x—a
maka harus hati-hati dalam menentukan hasil dari li_r>n [f(x)g(x)]. Jika fungsi

f yang menang (lebih kuat) maka hasilnya adalah 0, namun jika fungsi g yang
menang maka hasilnya adalah oo (atau —oc0).
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imum dan Minimum

Fungsi Monoton

Uji Turunan Pertama dan Kedua

Fur

Aplikasi Turunan

Perhatikan bahwa perkalian kedua fungsi tersebut dapat ditulis menjadi

_f _ 8
B Ty

o

dan perubahan ini menjadi bentuk g atau 2. Sehingga aturan L'Hospital
dapat digunakan.




Aplikasi Turunan

Contoh Soal

1. Tentukan nilai lim xInx!
x—0+

Jawab:

mum dan Minimum




Contoh Soal

ertama dan Kedua

Aplikasi Turunan imtot
sambaran Grafik
n

1. Tentukan nilai lim xInx!

x—0t

Jawab:

Karena lim x = --

x—0+

- dan lim Inx = ---, maka

x—0+

. . Inx
lim xInx = lim — =-.-
x—0F =0t 1/x



Aplikasi Turunan

Contoh Soal

2. Tentukan nilai lim xe*!
X— 00

Jawab:

mum dan Minimum




mum dan Minimum

Aplikasi Turunan

Contoh Soal

2. Tentukan nilai lim xe*!
X— 00

Jawab: oo




Aplikasi Turunan

Contoh Soal

3. Tentukan nilai lim xe*!
X——00

Jawab:

mum dan Minimum




num dan Minimum

Aplikasi Turunan
nbaran Grafik
iran

Contoh Soal

3. Tentukan nilai lim xe*!

X—>—00
Jawab:
Karena lim x=--- dan lim &' =---, maka
X——00 X——00
. . X
lim xe* = lim — ...

xX——00 x——o0 e~V




num dan Minimum
T 1a Nila
Aturan L’Hos
Fungsi Monc
Uji Turuna

Aplikasi Turunan

mbaran Grafik
iran

Perhatikan bahwa turunan pertama xe* adalah
fl(x) =xe" +e = (x+1)e".

Karena ¢* definit positif, maka
@ f'(x) > Oketikax+1>0
o f'(x) < Oketikax+ 1 < 0.
Jadi f naik pada (—1, co) dan turun pada (—oo, —1).
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Aplikasi Turunan

Karena f'(—1) = 0 dan nilai f’ berubah dari negatif ke positif di x = —1, ma-
ka f(—1) = —e~! adalah minimum lokal (dan mutlak). Turunan keduanya,

f'x) = (x+1)e" + € = (x+2)e".

Karena f”(x) > 0 jika x > —2 dan f”(x) < 0 jika x < —2, maka cekung
ke bawah pada (—2, o) dan cekung ke atas pada (—oo, —2). Sehingga titik
beloknya adalah

(=2, —2e72).
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simum dan Minimum
Teorema Nilai Rata-rata
Aturan L'Hospital

Fungsi Monoton

Uji Turunan Pertama dan Kedua
Cekung
k Belok
Aplikasi Turunan

e

lementer



Aplikasi Turunan

Indeterminate Differences

Misalkan

maka juga harus hati-hati dalam menentukan hasil dari lim[f (x) —g(x)]. Ubah
xX—a

bentuk pengurangan tersebut menjadi pembagian. Gunakan penyebut bersa-
ma, atau rasionalisasi, atau pemfaktoran sedemikian sehingga menjadi bentuk
% atau 2.
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mum dan Minimum

Aplikasi Turunan

Contoh Soal

. Tentukan lim (secx — tanx)!
x—(mw/2)~

Jawab:




ertama dan Kedua

Aplikasi Turunan imtot
sambaran Grafik
n

Contoh Soal

. Tentukan lim (secx — tanx)!

x—(mw/2)~
Jawab:
Karena lim secx=---dan lim tanx=--.-, maka gunakan
x—(mw/2)— x—(mw/2)~

penyebut bersama.




Fungsi Monoton
Uji Turunan Pe

Aplikasi Turunan

Contoh Soal

. Tentukan lim (secx — tanx)!

x—(mw/2)~
Jawab:
Karena lim secx=---dan lim tanx=--.-, maka gunakan
x—(mw/2)— x—(mw/2)~

penyebut bersama.

| .
lim (secx —tanx) = lim < — smx> =...=0
x—(m/2)~ x—(m/2)~ \COSX  COSX




Aplikasi Turunan
nbaran Grafik
an

Indeterminate Powers

Perhatikan bentuk lim [f(x)]¢™). Misalkan
xX—a
. _ . _ . O
° il_lg f(x) = 0dan }gl;l{ g(x) =0, tipenya 0
e limf(x) = co dan lim g(x) = 0, tipenya o’
xX—a x—a

o limf(x) = 1 dan lim g(x) = %00, tipenya 1°°.
x—a x—a

s Elementer



num dan Minimum
T 1a Nila
Aturan L’Hos
Fungsi Monc
Uji Turuna

Aplikasi Turunan

mbaran Grafik
iran

Tiap kasus tersebut dapat dikerjakan dengan menggunakan logaritma natural.
Misalkan

y = [f(x)]*®) maka Iny = g(x) Inf(x),
atau ditulis sebagai fungsi eksponensial

[f (x)]8) = 8 ),

Perhatikan bahwa g(x) Inf(x) bertipe 0 - co. Catatan: tipe 0> adalah bentuk
tentu.
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Aplikasi Turunan

Contoh Soal

1. Tentukan lim (1 4 sin4x)®"*!
x—0t

Jawab:

mum dan Minimum




num dan Minimum
\-rata

tama dan Kedua

Aplikasi Turunan
nbaran Grafik
iran

Contoh Soal

1. Tentukan lim (1 4 sin4x)®"*!

x—0+
Jawab:
Karena lim 1+ sin4x =--- dan lim cotx = --- maka bertipe - - -.
x—0+ x—0+

Misalkan y = (1 + sin4x)®'¥, makalny = - - -. Sehingga
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num dan Minimum
\-rata

tama dan Kedua

Aplikasi Turunan
nbaran Grafik
iran

Contoh Soal

1. Tentukan lim (1 4 sin4x)®"*!

x—0+
Jawab:
Karena lim 1+ sin4x =--- dan lim cotx = --- maka bertipe - - -.
x—0+ x—0+

Misalkan y = (1 + sin4x)®'¥, makalny = - - -. Sehingga

lim Iny=---=4.

x—0+

Kalkulus Elementer 274/359



Aplikasi Turunan

Contoh Soal

2. Tentukan lim x*!
x—0t

Jawab:

mum dan Minimum




num dan Minimum

Aplikasi Turunan
nbaran Grafik

iran

Contoh Soal

2. Tentukan lim x*!
x—0t

Jawab:

X = (elnx)x — exlnx.

lim xlnx = ---. Sehingga lim x* =..-.
x—0t x—0+




Aplikasi Turunan

Teorema Nilai Rata-rata Cauchy

Teorema Nilai Rata-rata Cauchy

Misalkan f dan g kontinu pada interval tutup [a, b] dan terdiferensialkan
pada interval buka (a, b). Jika g’(x) # 0 Vx € (a, b), maka terdapat

¢ € (a, b) sedemikian sehingga

fe) _ f(b)—f(a)

gc) gb)—sla)
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\-rata

tama dan Kedua

Aplikasi Turunan
nbaran Grafik
iran

Contoh Soal

1. Dengan menggunakan Teorema Nilai Rata-rata Cauchy, tunjukkan
bahwa
2

1— a1 < cosx, untuk x # 0.

Jawab:
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num dan Minimum
\-rata

tama dan Kedua

Aplikasi Turunan

nbaran Grafik
iran

Contoh Soal

1. Dengan menggunakan Teorema Nilai Rata-rata Cauchy, tunjukkan

bahwa
2
1— a1 < cosx, untuk x # 0.
Jawab: ,

X

f(x) =1—cosx,gx) =%,

Kalkulus Elementer 277/359




num dan Minimum
Teor

Aturan L’Hospit
Fungsi Monc
Uji Turur

Fungs

Aplikasi Turunan

baran Grafik
iran

Contoh Soal

1. Dengan menggunakan Teorema Nilai Rata-rata Cauchy, tunjukkan
bahwa

2
1— a1 < cosx, untuk x # 0.
Jawab:

f(x)=1—cosx, g(x) =

%, diperoleh

1l —cosx sinc
x2/2 c ’
untuk beberapa ¢ € (0, x).

Kalkulus Elementer

277/359



Minimum
Rata-rata

1

Aplikasi Turunan

Fungsi Monoton

monoton
Misalkan f terdefinisi pada interval /, maka:

1. f disebut fungsi monoton naik (kuat) pada / jika untuk setiap pasangan
a dan b dalam / berlaku

a<b=f(a) <f(b).

2. f disebut fungsi monoton turun (kuat) pada / jika untuk setiap
pasangan a dan b dalam 7 berlaku

a < b= f(a) > f(b).

Nanda Arista Ri Kalkulus Elementer



Maksimum dan Minimum

Aplikasi Turunan

Definisi fungsi monoton (Lanjutan)

3. f monoton tak turun pada / jika untuk setiap pasangan a dan b dalam
I berlaku

a < b= fla) <f(b).

4. f monoton tak naik pada 7 jika untuk setiap pasangan a dan b dalam 1
berlaku

a<b=f(a) > f(b).
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Maksimum dan Minimum

Aplikasi Turunan

Teorema kemonotonan

Misalkan f kontinu pada 7 dan terdiferensialkan di semua titik interior dari /.

1. Jika f'(x) > 0 untuk semua titik interior / maka f adalah fungsi naik
padal.

2. Jika f’(x) < 0 untuk semua titik interior / maka f* adalah fungsi turun
pada I.

Kalkulus Elementer



num dan Minimum
\-rata

Aplikasi Turunan
nbaran Grafik
iran

Contoh Soal

1. Misalkan f(x) = 2x* — 3x* — 12x + 7. Tentukan dimana f terjadi
kenaikan dan dimana f terjadi penurunan!

Kalkulus Elementer



num dan Minimum

\-rata

Aplikasi Turunan
nbaran Grafik
iran

Contoh Soal

1. Misalkan f(x) = 2x* — 3x* — 12x + 7. Tentukan dimana f terjadi

kenaikan dan dimana f terjadi penurunan!

f(x) =6x2 — 6x — 12 = 6(x

+ 1)(x—2).
M

0
-1 2

Kalkulus Elementer




imum dan Minimum
ma Nilai

Aplikasi Turunan imtot
sambaran Grafik
n

Contoh Soal

2. Misalkan g(x) = x/(1 + x?). Tentukan dimana g terjadi kenaikan dan
dimana g terjadi penurunan!




Aplikasi Turunan

Contoh Soal

2. Misalkan g(x) = x/(1 + x?). Tentukan dimana g terjadi kenaikan dan
dimana g terjadi penurunan!

(1 +x%) — x(2x) 1—x (I —x)(1+x)

R Gy A (e A e
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Aplikasi Turunan

Contoh Soal

2. Misalkan g(x) = x/(1 + x?). Tentukan dimana g terjadi kenaikan dan
dimana g terjadi penurunan!

) = (1+x%)—x(2x)  1-x*  (1—x)(1+x)

EWETT O e T T (1rap

Perhatikan bahwa (1 + x?)? definit positif, sehingga g(x) memiliki
tanda yang sama untuk pembilang (1 — x)(1 + x).

- 0 + 0 -
1
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T a Nilai F

Aturan L"Ho:

Fungsi Monc

Aplikasi Turunan

nbaran Grafik
iran

Uji Turunan Pertama dan Kedua

Perhatikan gambar berikut.

Global ' e '
max i : i i i
1

H ] ! | Local Local

H Local i ! mix T 9C8

i min ! Lacal I H max
1 ] i min | Global i
! | i ! H min i
1 | 5 I ' 1 1
L 1 1 | 1 1 1




Minimum
Rata-rata

Aplikasi Turunan

Misalkan S adalah domain fungsi f dan ¢ € S, maka
1. f(c) adalah nilai maksimum lokal pada (a, b) jika f(c) merupakan
nilai maksimum pada (a,b) N S.

2. f(c) adalah nilai minimum lokal pada (a, b) jika f(c) merupakan nilai
minimum pada (a,b) N S.

3. f(c) adalah nilai ekstrim lokal f jika merupakan nilai maksimum lokal
atau nilai minimum lokal.

Nanda Arista Ri Kalkulus Elementer



Minimum
Rata-rata

Aplikasi Turunan

Teorema urunan Pertama

Misalkan f kontinu pada interval buka (a, b) dan ¢ € (a, b) merupakan titik
kritis.
1. Jikaf'(x) > 0 Vx € (a,c) dan f'(x) < 0 Vx € (c,b), maka f(c) adalah
nilai maksimum lokal dari f.
2. Jikaf'(x) < 0 Vx € (a,c) danf’(x) > 0 Vx € (¢, b), maka f(c) adalah
nilai minimum lokal dari f.
3. Jika f’(x) memiliki tanda yang sama (sama-sama positif atau

sama-sama negatif) untuk kedua sisi ¢, maka f(c) bukan nilai ekstrim
dari f.
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Aplikasi Turunan

simum dan Minimum
Teorema Nilai Rata-rata
Aturan L’ Hospital
Monoton
Uji Turunan Pertama dan Kedua

Fung
Titik Belok
Asimtot

'
|
|
|
|
|
'
|
|
I
|
T

¢

No local extreme value

Local maximum

1
|
|
I
|
|
|
1
|
|
T
o

Local minimum




Maksimum dan Minimum
Teorema Nilai
Aturan L' Hos|

Aplikasi Turunan

Misalkan f” dan f”" ada di setiap titik dalam interval buka (a, b) yang
mengandung c. Misalkan f/(c) = 0.

1. Jika f"(c) < 0, maka f(c) adalah nilai maksimum lokal dari f.
2. Jikaf"(c) > 0, maka f(c) adalah nilai minimum lokal dari f.

s Elementer



Maksimum dan Minimum
Teorema Nila 1-rata
Aturan L'Hos
Fungsi Monoton
tama dan Kedua

Aplikasi Turunan
mbaran Grafik
iran

Fungsi Cekung

Misalkan f terdiferensialkan pada interval buka /, maka:

1. f dikatakan cekung ke atas pada /, jika /" monoton naik pada 1.
2. f dikatakan cekung ke bawah pada /, jika f’ monoton turun pada /.

Kalkulus Elementer



simum dan Minimum
Teorema Nilai Rata-rata
Aturan L’ Hospital

Fungsi Monoton

Uji Turunan Pertama dan Kedua
ngsi Cekung
Titik Belok
Aplikasi Turunan simtot
Penggambaran Grafik
Penaksiran

=

7 / P

2: Concave up [ decreasing: Concave down Concave up Concave down

1" increa

lementer



Maksimum dan Minimum
Teorema Nila 1-rata
Aturan L'Hos

Aplikasi Turunan

mbaran Grafik
iran

Teorema kecekungan

Misalkan f terdiferensialkan dua kali pada interval buka /, maka:
1. Jika f”(x) > 0 Vx € I, maka f cekung ke atas pada /.
2. Jikaf"(x) < 0 Vx € I, maka f cekung ke bawah pada /.

Kalkulus Elementer 290/359



num dan Minimum
\-rata

tama dan Kedua

Aplikasi Turunan
nbaran Grafik
iran

Contoh Soal

1. Tentukan dimana f(x) = 1x* — x* — 3x + 4 terjadi kenaikan,
penurunan, cekung ke atas, dan cekung ke bawah!
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num dan Minimum
1-rata

Aplikasi Turunan

Contoh Soal

1. Tentukan dimana f(x) = 1x* — x* — 3x + 4 terjadi kenaikan,
penurunan, cekung ke atas, dan cekung ke bawah!

6 T T T

%3312 3"+
o
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\-rata

tama dan Kedua

Aplikasi Turunan
nbaran Grafik
iran

Contoh Soal

2. Tentukan dimana g(x) = 135

atas, dan cekung ke bawah!

terjadi kenaikan, penurunan, cekung ke
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Contoh Soal

2. Tentukan dimana g(x) =

imum dan Minimum
corema Nilai

Aturan L'H

Fungsi Monoton

Uji Turu

Fungsi

Aplikasi Turunan

X
1+x2

atas, dan cekung ke bawah!

]

0s

0.4

03

0z

01

o

01

02

03

0.4

05

terjadi kenaikan, penurunan, cekung ke




2 num dan Minimum
Teorema Nila 1-rata
Aturan L'Hos
Fungsi Monc

tama dan Kedua

Aplikasi Turunan
mbaran Grafik
iran

Titik Belok

Titik belok
Misalkan f kontinu di ¢, maka titik (c,f(c)) adalah titik belok f jika f
cekung ke atas pada satu sisi ¢ dan cekung ke bawah pada sisi lainnya.
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Teorema Nilai Rata-rata

Aturan L’ Hospital

Fungsi Monoton

Uji Turunan Pertama dan Kedua
I

Aplikasi Turunan

Concave
up

Concave
down

Concave
down

Concave
up

Concave
down

Concave
up

lementer



w2 +1)

0s

0.4

0.3

0.2

0.1

0.1

032

03

04

05

Aplikasi Turunan

mum dan Minimum
na Nilai

Fungsi Monoton
Uji Turunan Pertama dan Kedua

T T
L L
0 2 4




imum dan Minimum
ma Nilai

Aplikasi Turunan imtot
sambaran Grafik
n

Contoh Soal

1. Tentukan semua titik belok fungsi f(x) = x'/3 + 2!




num dan Minimum
1-rata
Aturan L' Hospit
Fungsi Mc
tama dan Kedua

Aplikasi Turunan
nbaran Grafik
iran

Contoh Soal

1. Tentukan semua titik belok fungsi f(x) = x'/3 + 2!

1 -2

flx) = 325 f'(x) = W
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Aplikasi Turunan

Contoh Soal

1. Tentukan semua titik belok fungsi f(x) = x'/3 + 2!

/ 1 11 -2
£ =355 1) =557

Nilai f(x) tidak pernah 0. Titik (0, 2) adalah titik belok karena
f"(x) > 0 untuk x < 0 dan f”(x) < 0 untuk x > 0.
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simum dan Minimum
Teorema Nilai Rata-rata

Aturan L’ Hospital

Fungsi Monoton

Uji Turunan Pertama dan Kedua
I

Aplikasi Turunan

35 T

0s L
-2 15 -1 05 0 0s 1 15 2
%

lementer




Aplikasi Turunan

Asimtot Horisontal

2

1
Perhatikan nilai fungsi f(x) = ’“27“ berikut.
X

x | f(x)
0] -1
+1 |0
+2 | 0,600000
+3 | 0,800000
£50 | 0,999200
£100 | 0,999800
+1000 | 0,999988
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Teorema Nilai Rata-rata
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ungsi Monoton

Jji Turunan Pertama dan Kedua

Aplikasi Turunan

y
y=1
; e
1 7)\'2—1 *
4 x*+1




Maksimum dan Minimum

eorema Nilai Rata-rata
Aturan L' Hospital

Aplikasi Turunan

Definisi
Misalkan f terdefinisi pada (a, c0), maka

lim f(x) =L

X—00

mengartikan bahwa nilai f(x) akan mendekati L untuk nilai x yang cukup
besar.

s Elementer



simum dan Minimum
Teorema Nilai Rata-rata
Aturan L’ Hospital

Fungsi Monoton

t

Jji Turunan Pertama dan Kedua
C ung

Belok
Aplikasi Turunan

y=f(x)

lementer



Maksimum dan Minimum

eorema Nilai Rata-rata
Aturan L' Hospital

Aplikasi Turunan

Defi

Misalkan f terdefinisi pada (—oo, a), maka

lim f(x)=L

X——0Q

mengartikan bahwa nilai f(x) akan mendekati L untuk nilai x yang cukup
negatif besar.

s Elementer
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Teorema Nilai Rata-rata
Aturan L' Hospital
ungsi Monoton
Jji Turunan Pertama dan Kedua
Cekung
Belok

F
¢

Aplikasi Turunan

y=fx) -

lementer




Maksimum dan Minimum
Teorema Nilai R
Aturan L’ Hos
si Monoton
Pertama dan Kedua

elok
Aplikasi Turunan St

ambaran Grafik

Teorema

Misalkan r > 0 adalah bilangan rasional, maka

Jika r > 0 adalah bilangan rasional sedemikian sehingga x” terdefinisi untuk
semua x, maka

x——oo x"

Kalkulus Elementer



Aplikasi Turunan

Contoh Soal

1. Tentukan lim % dan lim 1!
x—oo ¥ x——o0 ¥
Jawab:

Perhatikan ketika x meningkat, nilai l/x akan menurun.

1 1
— =0,01 — —
100 10000 1000000

Dalam hal ini, nilai 1/x mendekati 0. Sehingga

=0,0001 = 0,000001.

1
lim — =0.
x—00 X

Dengan alasan yang sama, diperoleh
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Teorema Nilai Rata-rata
Aturan L' Hospital
ungsi Monoton
Jji Turunan Pertama dan Kedua
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Belok

F
¢

Aplikasi Turunan
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Aplikasi Turunan
sambaran Grafik
n

Contoh Soal

3 —x—2 |
T O5x244x+1

2. Tentukan asimtot horisontal dan vertikal dari f(x) =
Jawab:




imum dan Minimum
ma Nilai

Aplikasi Turunan
sambaran Grafik
n

Contoh Soal

2. Tentukan asimtot horisontal dan vertikal dari f(x) = 53;‘22;%!
Jawab:
. 3 . 3
Jim f) =5, lim f) =3




simum dan Minimum
Teorema Nilai Rata-rata
Aturan L’ Hospital
Fungsi Monoton
t

Jji Turunan Pertama dan Kedua
Cekung
Belok

Aplikasi Turunan

™ DY ET AT )

lementer




imum dan Minimum
ma Nilai

Aplikasi Turunan
sambaran Grafik
n

Contoh Soal

— V2241,

3. Tentukan asimtot horisontal dan vertikal dari f(x) =
Jawab:

3x—5




num dan Minimum
A-rata

Aturan L' Hospit

Fungsi Monc

Uji Turur

Aplikasi Turunan

Contoh Soal

— V2241,

3. Tentukan asimtot horisontal dan vertikal dari f(x) = Y5 —
Jawab:
Karena

lim Y22 0
A% T35

V232 +1 Q
3

maka y = v/2/3 adalah asimtotik horisontal grafik f.

Kalkulus Elementer
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\Hn an L'Hos

ungsi Monc

Aplikasi Turunan

mbaran Grafik
iran

Selanjutnya hitung limit x — —oco. Untuk x < 0,

V22 +1 V22 +1 241 \/Hl
X Ve 2 X2
Sehingga
5 lim %
V2T AN V2
lim ——— = lim =——.
x>-o00 3x—35 x——00 2 3—-5 lim ! 3

X——0Q ~

Oleh karena itu, y = —v/2 /3 juga asimtot horisontalnya.
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F
¢
E

Aplikasi Turunan

Asimtot vertikal terjadi ketika penyebutnya menuju 0. Jika x — % dan x > %

. V2x2 4+ 1
lim — =o0.
x—(5/3)* 3x—5

Sebaliknya, jika x — 3 danx < 3,

lim V2x2 4+ 1 _
x—=(/3)- 3x—5
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Jji Turunan Pertama dan Kedus
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Uji Turunan

Aplikasi Turunan

Contoh Soal

4. Tentukan lim vx2+1 —x!
X— 00

Jawab:




simum dan Minimum
Teorema Nilai Rata-rata
Aturan L’ Hospital
Fungsi Monoton
Uji Turunan Pertama dan Kedua
Fungsi ( ng
Titik Belok

imtot
Penggambaran Grafik
Penaksiran

Aplikasi Turunan

Contoh Soal

4. Tentukan lim vx2+1 —x!
X— 00
Jawab:

sq(2+1}c
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Aturan L"Hos

Fungsi Monc

Uji Turunan

Aplikasi Turunan

Contoh Soal

5. Tentukan lim (x> — x)!
X—00

Jawab:




imum dan Minimum
ma Nilai

Aplikasi Turunan
sambaran Grafik
n

Contoh Soal

5. Tentukan lim (x> — x)!
X—00

Jawab:
Salah jika menulisnya

lim (x* — x) = lim x* — lim x = oo — oo.
X—> 00 X—00 X—00




imum dan Minimum
ma Nilai

Aplikasi Turunan
sambaran Grafik
n

Contoh Soal

5. Tentukan lim (x> — x)!
X—00

Jawab:
Salah jika menulisnya

lim (x* — x) = lim x* — lim x = oo — oo.
X—> 00 X—00 X—00

Tetapi

i 2— = 1 — =
xllglo(x X) xlggox(x 1) = c0.
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Contoh Soal

_ 30200
1. Sketsalah grafik f(x) = ==5>-!
Jawab:




Aturan L'Hospital
Fungs

Aplikasi Turunan

Contoh Soal

_ 3 —20¢°
1. Sketsalah grafik f(x) = ==5>-!
Jawab:
Perhatikan bahwa f(—x) = —f(x), maka f adalah fungsi ganjil. Oleh
karena itu grafiknya simetri terhadap titik asal.

Dengan menetapkan f(x) = 0 diperoleh akar-akarnya yaitu 0 dan

+./20/3 =~ £2,6.

Nanda Arista Rizki, M Kalkulus Elementer



Aplikasi Turunan

Dengan menggunakan teknik diferensiasi, diperoleh

15x* —60x2  15x%(x — 2)(x +2)
! _ —
fo === 32 ‘

Maka titik-titik stasionernya adalah —2, 0, dan 2.

Nilai f’(x) > 0 pada (—oo, —2) dan (2, 00). Nilai f'(x) < 0 pada (—2,0) dan
(0,2). Melalui informasi ini, dapat diketahui dimana f terjadi kenaikan dan
penurunan.
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\Hn an L'Hos

ungsi Monc

Aplikasi Turunan

Maka 2 adalah maksimum lokal, sedangkan —2 adalah minimum lokalnya.

Diferensialkan lagi, diperoleh

60x° — 120x  15x(x — v2)(x + v2)
32 B 8 ‘

f'(x) =

Kalkulus Elementer 317/359



Aplikasi Turunan

Dengan menggunakan uji tanda untuk f”(x), diperoleh bahwa f cekung ke
atas pada (—v/2,0) dan (v/2, 00), dan f cekung ke bawah pada (—o0, —v/2)

dan (0, v/2). Sehingga terdapat 3 titik belok, yaitu (—v/2,7v/2/8) ~ (—1,4;1,2),
(0,0), dan (v2,-7v2/8) ~ (1,4; —1,2).

Nanda Arista Rizki, M.Si. Kalkulus Elementer
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Contoh Soal

2. Sketsalah grafik f(x) = 2
Jawab:

X2




A "Ho:
Fungsi Monc

Aplikasi Turunan

Contoh Soal

2. Sketsalah grafik f(x) = ngzl !
Jawab:
Domainnya adalah

{x]x =1#0} = {x|x # +1} = (=00, = 1) U (=1,1) U (1, 00).
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Aplikasi Turunan

Contoh Soal

2. Sketsalah grafik f(x) = Xf’f !

Jawab:
Domainnya adalah

{x]x =1#0} = {x|x # +1} = (=00, = 1) U (=1,1) U (1, 00).

fx=0)=0.
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Aplikasi Turunan

Contoh Soal

2. Sketsalah grafik f(x) = Xf’f !

Jawab:
Domainnya adalah

{x]x =1#0} = {x|x # +1} = (=00, = 1) U (=1,1) U (1, 00).

fx=0)=0.
f(—x) = f(x), maka f adalah fungsi genap. Kurva akan simetris

terhadap sumbu y.

320/359
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Aplikasi Turunan

Contoh Soal

2. Sketsalah grafik f(x) = = ZX2 !
Jawab:

Domainnya adalah

(3 10} = {afx £ £1} = (—o0,~1)
fx=0)=0.
f(—x) = f(x), maka f adalah fungsi genap. Kurva akan simetris

terhadap sumbu y.
Karena

U(=1,1) U (1, 00).

2x?
lim
x—+oo x2 — 1

x—l>iool— 1/x2 =2

maka y = 2 adalah asimtot horisontalnya.

Nanda Arista Rizki, M.Si.

Kalkulus Elementer 320/359
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Jji Turunan Pertama dan Kedua

Fur :

F
¢

Aplikasi Turunan Asimtot
Pen

Penyebutnya = 0 ketika x = %1, selanjutnya hitung limit berikut

. 2x2 . 2x2
hm > 7 = 00, llm > 7 = —
=1+ x2 —1 x—l1-x*—1
. 2x2 . 2x2
Iim ——— = —o0, lim —— = oco.

xo—1+ x2 — 1 x——1-x2 —1

Sehingga x = 1 dan x = —1 adalah asimtot vertikalnya.




Aplikasi Turunan

(= 1)(4x) — 202 - 2x  —4x
R N

(
Karena f/(x) > 0 ketika x < 0(x # —1) dan f/(x) < 0 ketika x > 0(x # 1),
maka f naik pada (—oo, —1) dan (—1,0) dan turun pada (0, 1) dan (1, 00).

fx) =
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Maksimum dan Minimum

rata

Aplikasi Turunan

w2 DH—4) +4x- 22— 1)2x 1207 + 4
f'(x) = (2 —1)* - (2 — 1)3'

Karena 12x% + 4 > 0 untuk semua x, maka
/X)) >0 —1>0s x> 1

dan f”(x) < 0 < |x| < 1. Oleh karena itu, kurvanya cekung ke atas pada
interval (—oo, —1) dan (1, c0), dan cekung ke bawah pada (—1,1). Dalam
hal ini, tidak ada titik belok karena 1 dan —1 bukan domain f.
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Uji Turunan

Aplikasi Turunan

Contoh Soal

2

3. Sketsalah grafik f(x) = ﬁ!

Jawab:




Aplikasi Turunan

Contoh Soal

3. Sketsalah grafik f(x) = —£=!
Jawab:

um dan Minimum

Aturan L'}
Fungsi Mc
Uji Turunan k




Penaksiran

Aplikasi Turunan

Perhatikan kembali gambar berikut:

/]

fleHh) -

N

Y

fleth) (<)

Nanda Arista Rizki, M.Si.

Kalkulus Elementer
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F
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Aplikasi Turunan

flet+h) —fle)
h

Untuk nilai & yang kecil, nilai mendekati f(c), sehingga

fle+h) —fle) = h-f'(c).




Minimum
Rata-rata

Aplikasi Turunan

Definisi Diferensial

Misalkan y = f(x) adalah fungsi terdiferensialkan dari variabel x.

L.
2.
3.

Ax adalah peningkatan sebarang dalam variabel x.
dx disebut diferensial dari variabel x, adalah sama dengan Ax.

Ay adalah perubahan sebenarnya dalam variabel y ketika variabel x
berubah dari x ke x + Ax, yaitu y = f(x + Ax) — f(x).

. dy disebut diferensial variabel y, yang didefinisikan oleh dy = f’(x)dx.

Nanda Arista Ri Kalkulus Elementer
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ran Grafik

Contoh Soal

1. Tentukan nilai taksiran untuk /4, 6 dan /8, 2!
Gunakan y = \/E dan ingat bahwa \/Zl = 2 dan v/9 = 3.




Aplikasi Turunan

Contoh Soal

1. Tentukan nilai taksiran untuk /4, 6 dan /8, 2!
Gunakan y = \/E dan ingat bahwa \/Zl = 2 dan v/9 = 3.

1
dy = —=dx.
Y 2\/)?x

Ketika x = 4 dan dx = 0, 6 diperoleh

maka /4,6~ V4 +dy="---.
Oleh karena itu, /8,2 ~ - - -.

Nanda Arista Rizki, M.Si. Kalkulus Elementer 330/359
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Aplikasi Turunan

Contoh Soal

2. Gunakan diferensial untuk menaksir peningkatan luas permukaan bola
ketika radiusnya meningkat dari 3cm menjadi 3, 025¢cm.
Jawab:

Kalkulus Elementer



num dan Minimum
A-rata

Aturan L' Hospit

Fungsi Monc

Uji Turur tama dan Kedua

Fungs

Aplikasi Turunan
baran Grafik

Contoh Soal

2. Gunakan diferensial untuk menaksir peningkatan luas permukaan bola
ketika radiusnya meningkat dari 3cm menjadi 3, 025¢cm.
Jawab:
Luas permukaan bola (L) = 472, diperoleh dL = 87r dr.

Kalkulus Elementer



1 dan Kedua

Aplikasi Turunan

Contoh Soal

2. Gunakan diferensial untuk menaksir peningkatan luas permukaan bola
ketika radiusnya meningkat dari 3cm menjadi 3, 025¢cm.
Jawab:
Luas permukaan bola (L) = 472, diperoleh dL = 87r dr.
Ketika r = 3 dan dr = Ar = 0,025, maka

Kalkulus Elementer
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Aplikasi Turunan

Contoh Soal

3. Ukuran rusuk suatu kubus ketika diukur adalah 11,4 cm dengan error
pengukuran £0, 05 cm. Hitung volume kubus dan berikan estimasi
untuk errornya!

Jawab:




Aplikasi Turunan

Contoh Soal

3. Ukuran rusuk suatu kubus ketika diukur adalah 11,4 cm dengan error
pengukuran £0, 05 cm. Hitung volume kubus dan berikan estimasi
untuk errornya!

Jawab:
Misalkan x adalah panjang rusuk kubus, maka V = x°. Jadi
dV = 3x*dx. Jika x = 11,4 dan dx = 0,05, maka V = (11,4)3 ~ 1482
dan
AV ~dV = 3(11,4)*(0,05) =~ 19.

Sehingga volume kubus adalah 1482 + 19 cm?.

Nanda Arista Rizki, M.Si. Kalkulus Elementer
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4. Misalkan f adalah fungsi yang memenuhi (1) = 10 dan
f'(1,02) = 12. Tentukan taksiran untuk f(1,02)!




imum dan Minimum
ma Nilai

Aplikasi Turunan
ran Grafik

Contoh Soal

5. Misalkan f adalah fungsi yang memenuhi f(3) = 8 dan
f(3,05) = 1/4. Tentukan taksiran untuk f(3,05)!
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Uji Turur tama dan Kedua

Fungs

Aplikasi Turunan
baran Grafik

Metode Newton

Pandang fungsi y = x> — x — 6 yang memiliki akar-akar yaitu x = —2 dan

x = 3. Perhatikan bahwa y = f(x) terdiferensialkan dan memiliki garis
singgung di setiap titik pada domain interval tutup.

Kalkulus Elementer
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Aplikasi Turunan
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Aplikasi Turunan
ran Grafik

Misalkan f (x) terdiferensialkan dan x; adalah aproksimasi awal terhadap
akar X dari f(x) = 0. Untuk n = 1,2, .. barisan berikut

_ S ()
I (%)

Xn+1 = X

akan konvergen ke x, ditulis

lim x, = x.
n— 00

s Elementer
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Sumber: Wikipedia

lementer
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1. Dengan inisialisasi x; = 2, tentukan aproksimasi ketiga (x3) untuk akar
persamaan x> — 2x — 5 = 0!
Jawab:
f(x) =x* —2x — Sdanf’(x) = 3x* — 2.
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Aplikasi Turunan

Contoh Soal

1. Dengan inisialisasi x; = 2, tentukan aproksimasi ketiga (x3) untuk akar
persamaan x> — 2x — 5 = 0!
Jawab:
f(x) =x* —2x — Sdanf’(x) = 3x* — 2.

Xn+1 = Xp —
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A-rata

Aturan L' Hospit

Fungsi Monc

Uji Turur tama dan Kedua

Fungs

Aplikasi Turunan
baran Grafik

Contoh Soal

1. Dengan inisialisasi x; = 2, tentukan aproksimasi ketiga (x3) untuk akar
persamaan x> — 2x — 5 = 0!
Jawab:
f(x) =x* —2x — Sdanf’(x) = 3x* — 2.

S(xn) X —2x,—5
Xntl = X — =X,
+ F5) 322
Untuk n = 1, diperoleh x, = --- =2, 1.
Untuk n = 2, diperoleh x3 = - - - = 2,0946

Kalkulus Elementer
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Contoh Soal

2. Tentukan v/2 dengan pendekatan sampai 8 desimal!
Jawab:




imum dan Minimum
ma Nilai

Aplikasi Turunan
ran Grafik

Contoh Soal

2. Tentukan v/2 dengan pendekatan sampai 8 desimal!
Jawab:
f(x) =x® — 2, dan f"(x) = 6x°.
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ran Grafik

Contoh Soal

2. Tentukan v/2 dengan pendekatan sampai 8 desimal!
Jawab:
f(x) =x® — 2, dan f"(x) = 6x°.

6
X, —2

Xn+1 = Xp —

5
6x;)
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Contoh Soal

2. Tentukan v/2 dengan pendekatan sampai 8 desimal!
Jawab:
f(x) =x® — 2, dan f"(x) = 6x°.

6
X, —2

Xn+1 = Xp — o
n

Diperoleh x5 ~ 1, 12246205. Sehingga v/2 ~ 1, 12246205.

Kalkulus Elementer
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Deret Taylor dan Deret Maclaurin

Deret Taylor dan Deret Maclaurin

Perhatikan fungsi yang direpresentasikan oleh deret pangkat berikut:
fxX)=co+cix—a)+cr(x—a)+c3(x—a)P +cax —a)* + -,

dengan |x — a| < R. Ketika x = a, diperoleh f(a) = cy.

Nanda Arista Rizki, M.Si. Kalkulus Elementer 341/359



Taylor dan Deret Maclaurin

Dengan teknik diferensiasi, turunan pertama dari deret tersebut dinyatakan
sebagai:

fl(x)=ci+2c(x —a) +3c3(x —a)® +dey(x —a)* + -,

dengan |x — a| < R. Ketika x = a, diperoleh f'(a) = ¢;.

Nanda Arista Ri Kalkulus Elementer 342/359



Deret Taylor dan Deret Maclaurin

Lagi, dengan teknik diferensiasi, turunan kedua dari deret tersebut dinyatakan
sebagai:

/(%) =22 4+2-3c3(x —a) + 3 -des(x —a)* + -+,

dengan |x — a| < R. Ketika x = a, diperoleh f”(a) = 2c,.
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Deret Taylor dan Deret Maclaurin

Dengan teknik diferensiasi pula, turunan ketiga dari deret tersebut dinyatakan
sebagai:

F7(x)=2-3¢3+2-3-des(x—a)+3-4-5cs(x—a)’ + -,

dengan |x — a| < R. Ketika x = a, diperoleh /"’ (a) = 2 - 3¢3 = 3lc3.
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Deret Taylor dan Deret Maclaurin

Oleh karena itu, ditemukan suatu pola ketika x = a, yaitu
f"a)=2-3-4---nc, = nlc,.

Sehingga

ARG

n!

Cyp =

Formula ini juga berlaku untuk n = 0, karena 0! = 1 dan f(¥) = £.
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Taylor dan Deret Maclaurin

Teorema

Jika f memiliki suatu perluasan deret pangkat di a:
f(x) :ch(x—a)”, |x —al < R;
n=0

maka formula koefisiennya adalah

f"(a)

Cyp = ]
n:

Nanda Arista Ri Kalkulus Elementer 346/359



Deret Taylor dan Deret Maclaurin

Deret Taylor

Dengan mensubtitusi formula koefisien ¢, ke deret tersebut, maka diperoleh:

> £(n)(g4
9 =3 e ar
n=0
'(a) f"(a) " (a)
=fla)+ = —a) + e o e —a) e

Deret ini disebut deret Taylor dari fungsi f di a.
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Deret Taylor dan Deret Maclaurin

Deret Maclaurin

Secara khusus, ketika a = 0, deret Taylor menjadi

TR TR

Zf £(0) + LSO 1O)

dan deret ini disebut deret Maclaurin.
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Deret Taylor dan Deret Maclaurin

Dalam kasus deret Taylor, jumlahan parsial didefinisikan berikut:

f"(a)

n!

['(a)
1!

["(a)
2!

(x—a)".

=fla)+ 5 (r—a) + 5 —a) +
T, disebut polinom Taylor berderajat n. Secara umum, f(x) adalah jumlah-
an deret Taylor jika

f(x) = lim T,(x).

n—oo
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Deret Taylor dan Deret Maclaurin

Misalkan R, (x) = f(x) — T,(x) sedemikian sehingga
f(x) = Talx) + Ru(x),

maka R, (x) disebut sisa deret Taylor. Sehingga jika lim R,(x) = 0, maka
n— 00

lim 7,(x) = lim [f(x) — R,(x)] = f(x) — lim R,(x) = f(x).

n— 00 n— o0 n—oo
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Deret Taylor dan Deret Maclaurin

Teorema

Jika f (x) = T,(x) + R,(x) dengan T,, adalah polinomial Taylor berderajat n
dari f di a dan

lim R,(x) =0

n— o0

untuk |x — a| < R, maka f sama dengan jumlah dari deret Taylornya pada
interval |x — a| < R.
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Deret Taylor dan Deret Maclaurin

Pertidaksamaan Taylor

Jika [f"+1) (x)| < M untuk |x — a| < d, maka sisa R,(x) dari deret Taylor
memenuhi

M
|Rn(.x)‘ S m‘x — a|"+l

untuk |x —a| < d.
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Deret Taylor dan Deret Maclaurin

Teorema

Untuk semua bilangan real x berlaku:

Kalkulus Elementer



Deret Taylor dan Deret Maclaurin

Contoh Soal

1. Tentukan deret Maclaurin dari fungsi f(x) = ¢* dan radius
konvergennya!
Jawab:

Kalkulus Elementer



Deret Taylor dan Deret Maclaurin

Contoh Soal

1. Tentukan deret Maclaurin dari fungsi f(x) = ¢* dan radius
konvergennya!
Jawab:
Jika f(x) = e*, maka ") (x) = ¢* dan £ (0) = 1 untuk semua 7.
Sehingga deret Maclaurinnya adalah

oo

= M (0) X" x 2 x
X n __ — e
D B S TR

n=
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Taylor dan Deret Maclaurin

Untuk menentukan radius konvergennya, misalkan a, = 7;. Maka

xn+1 n!
(n+1)! x

= X —-0<1.
n+1

ap+41
a

Sehingga, dengan uji rasio, deret tersebut konvergen untuk semua x dan radius
konvergennya adalah R = oc.

Nanda Arista Ri Kalkulus Elementer



Deret Taylor dan Deret Maclaurin

2. Tentukan deret Maclaurin untuk fungsi sin x!
Jawab:

f(x) = sinx, £(0 )—0
f'(x) = cosx, f’(O)
frx) = f"(0) =

Kalkulus Elementer 356/359
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Deret Taylor dan Deret Maclaurin

3. Tentukan deret Maclaurin untuk fungsi cos x!
Jawab:

Kalkulus Elementer 357/359
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Deret Taylor dan Deret Maclaurin

4. Dengan memanfaatkan jawaban soal No. 3, tentukan deret Maclaurin
untuk fungsi f(x) = x cos x!
Jawab:

Kalkulus Elementer



Deret Taylor dan Deret Maclaurin

5. Tentukan deret Maclaurin untuk fungsi In(x + 1)!
Jawab:

Kalkulus Elementer
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